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摘　要　张量积小波数值法方法具有自适应性和较高的精度 ,但只适合求解定义在矩形区域的偏微分方程。将小

波精细积分法与虚拟区域法相结合 ,构造了一种求解定义在任意多边形区域的二维偏微分方程的新小波数值方

法。小波函数的紧支撑性降低了虚拟区域法的计算工作量。该方法可为求解定义在不规则区域上的工程动力学

模型提供参考。
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Abstract　The tens or wavelet numerical method poss ess es the s elf2adaptability and higher precision. But it is s uitable

to the problems only res tricted to p artial differential equations defined in rectangle domain. A kind of new wavelet nu2
merical method for s olving 2D p artial differential e quations in polygon domain is propos ed. Bas ed on the combination

wavelet precis e integration method with the fictious domain method. In this method , the comp act s upport prop erty im2
proves the calculation efficiency of the fictious domain method , which is helpful to s olving the dynamic model in engi2
neering s uch as the rill erosion model.
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　　大型结构工程、水土侵蚀[122 ]等工程问题 ,可用

偏微分方程来描述 ,而这些问题的计算区域往往是

高维的、大范围的 ,其形态往往很不规则 ,给计算带

来很大困难。对于定义在不规则区域的偏微分方

程 ,常用的求解方法包括有限元方法[3 ]、区域分解

算法[4 ]和虚拟区域法[5 ]。

近年来将小波函数与传统的数值方法相结合 ,

出现很多数值性能优越的新算法[6 ] ,其中小波数值

方法中小波配置法最为简单、成熟。采用小波配置

法求解二维偏微分方程时 ,通常需要利用一维小波

函数通过张量积的形式构造逼近二元函数的基函

数 ,又称张量积小波 ;而张量积小波配置法一般只适

合求解定义在矩形区域的偏微分方程[7 8 ]。因此本

文中尝试将虚拟区域法与小波精细积分方法相结

合 ,构造求解任意多边形区域的偏微分方程的小波

配置法。

1　偏微分方程的小波精细积分法

111　拟 Shannon小波及其特性

拟尺度函数[9 ]定义为

<( x ) =
sin (πx)
πx

exp -
x 2

2σ2 　(σ> 0)

式中σ为窗口大小参数。考虑一维函数 f ( x ) ( x ∈

[ a , b ]) ,则变量 x 的离散点定义为
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x n = a +
b - a

2 j n 　( j ∈Z; n = 0 ,1 ,2 , ⋯,2 j)

由此可得到拟尺度函数 w ( x)的离散形式

<j ( x - x n) = sin
2 jπ

b - a
( x - x n) ·

2 jπ
b - a

( x - x n)
- 1

exp -
2 j - 1 ( x - x n) 2

r2 ( b - a) 2

式中 r = 2 jσ/ ( b - a) 。函数 w j ( x - x n )在离散点

x k处的一阶和二阶导数分别为

<′j ( x k - x n) =

0 ( k = n)

2 jcos (π( k - n) ) exp ( - ( k - n) 2/ 2 r2)
( k - n) ( b - a)

( k ≠n)

<″j ( x k - x n) =

-
3 +π2 r2

3 r2 [ ( b - a) / 2 j ]2 ( k = n)

-
2cos(π( k - n) ) exp ( - ( k - n) 2/ (2 r2) )

[ ( b - a) / 2 j ]2 ·

　　　　 1
( k - n) 2 +

2
r2 ( k≠n)

112　二维偏微分方程的小波配置法

设一元函数 <1 ( x ) 生成一个多分辨分析

{ V j ,1} ,而一元函数 <1 ( y)生成另一个多分辨分析

{ V j ,2} ,则 V j ,1与 V j ,2的张量积空间

V j = V j ,1 á V j ,2

由于 V j ,1的基底是{ <1 (2 - j x - k) } ,而 V j ,2的基底

是{ <2 (2 - j x - l ) } ,所以 V j 的基底是{ <1 (2 - j x -

k) . <2 (2 - j x - l) }。

对于二元函数 f ( x , y) ,引入记号

<( x , y) = <( x ) <( y)

则{ <j ; k , l ( x , y) : k , l ∈Z}是 V j 的基底 ;所以{ V j }

形成 L 2 ( R)中的一个多分辨分析 ,而 <( x , y)是相

应的尺度函数。

设二维偏微分方程为

5 u ( x , y , t)
5 t

=
52 u ( x , y , t)

5 x 2 +
52 u ( x , y , t)

5 y2

　　( ( x , y) ∈Ω)

u ( x , y , t) = 0　　( ( x , y) ∈5Ω)

(1)

偏微分方程的解可近似表示为

u
～

j ( x , y) = ∑
2

j

n
1

= 0
∑
2

j

n
2

u
～

j ( x n
1

, yn
2
) <j ; n

1
, n

2
( x , y)

(2)

将式 (2)代入式 (1)可得其小波离散格式

∑
2

j

n
1

= 0
∑
2

j

n
2

= 0
u
～

j ( x n
1

, yn
2
)·

52 <j ; n
1

, n
2
( x k

1
, yk

2
)

5 x 2 +

52 <j ; n1 , n2
( x k1

, yk2
)

5 y2 =
d u j ( x k1

, yk2
)

d t

k1 = 0 ,1 ,2 , ⋯,2 j , k2 = 0 ,1 ,2 , ⋯,2 j , j ∈Z (3)

V j =

( u j ( x 0 , y0 , t) , u j ( x 1 , y0 , t) , ⋯, u j ( x 2
j , y0 , t)

u j ( x 0 , y1 , t) , u j ( x 1 , y1 , t) , ⋯, u j ( x 2
j , y1 , t)

…

u j ( x 0 , y2
j , t) , u j ( x 1 , y2

j , t) , ⋯, u j ( x 2
j , y2

j , t) ) T

W =

w 0 ,0 w 0 ,1 ⋯ w 0 ,2
j

w 1 ,0 w 1 ,1 ⋯ w 1 ,2
j

… … … …

w 2
j
,0 w 2

j
,1 ⋯ w 2

j
,2

j

wn
1

, n
2

=

m 0 ,0
n

1
, n

2
m 0 ,1

n
1

, n
2
⋯ m 0 ,2

j

n
1

, n
2

m 1 ,0
n1 , n2

m 1 ,1
n1 , n2
⋯ m 1 ,2

j

n1 , n2

… ……

m 2
j
,0

n1 , n2
m 2

j
,1

n1 , n2
⋯ m 2

j
,2

j

n1 , n2

m
k1 , k2
n

1
, n

2
=

52 <j ; n
1

, n
2
( x k

1
, yk

2
)

5 x 2 +
52 <j ; n

1
, n

2
( x k

1
, yk

2
)

5 y2

于是方程组 (3)可简记为以下矩阵形式

d
d t

V j = WV j (4)

方程组 (4)的解可表示为

V j , k + 1 = T×V j , k (5)

其中

T = exp ( M0·τ)

式中τ为时间步长。这样 ,问题就归结为 T 的计

算 ,而矩阵 T可通过精细积分方法[4 ]精确求得。

2 　多边形区域偏微分方程的小波精细积

分法

　　考虑椭圆型方程

L u = - ∑
n

i , j = 1

5
5 x i

ai , j ( x )
5 u
5 x j

+

　　　d ( x ) u = f ( x ) 　　x ∈Ω

u = 0　　　　　　　　　x ∈5Ω

(6)

这里Ω< Rn 是有界开集 , [ aij ]是对称一致正定矩

阵 , d ( x ) ≥0 , x ∈Ω。

假定 Ω是不规则的区域 ,现在考虑规则域
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ΩR ΒΩ ,用ΩR上的边值问题代替Ω上的边值问

题。用Ω2 =ΩR \ Ω表示Ω在ΩR上的补集。为了

使ΩR上边值问题的解与Ω上边值问题的解近似 ,

基于物理上的解释 ,扩张后微分算子的系数在Ω2

上应充分大。因此可考虑将式 (6)用以下ΩR上的

边值问题代替

Lεv = - ∑
n

i , j = 1

5
5 x i

A ij ( x )
5 v
5 x j

+

　　　D ( x) v = F　　x ∈ΩR

v = 0　　　　　　　　x ∈5ΩR

(7)

式中

A ij ( x ) =

aij ( x ) x ∈Ω

0 x ∈Ω2 , i ≠j

ε- 2 x ∈Ω2 , i = j

D ( x) =
d ( x ) x ∈Ω

0 x ∈Ω2

F( x ) =
f ( x ) x ∈Ω

0 x ∈Ω2

以及在界面 S = 5Ω∩5Ω2上要求成立

[ v ( x ) ] S = 0

∑
n

i , j = 1
A ijcos ( v , x i)

5 v
5 x i S

= 0

这里[·] S 表示函数越过界面 S 的跳跃 ,而 v是 S 的

法向向量。该条件是自然边界条件。

这样 ,多边形区域的偏微分方程便转化为矩形

区域偏微分方程的求解问题 ,直接采用小波精细积

分法便可求得。

图 1　计算区域Ω和虚拟区域ΩR示意图
Fig. 1　Geometry of computational domainΩ and

the fictitious domainΩR

3　数值算例

例 1　使用虚拟区域技术求解简单的 2D 问题

(图 1) 。指定 Ω = [ 1 , 2 ] ×[ 1 , 2 ] ,ΩR = [ 0 , 3 ] ×

[0 ,3 ]。微分方程为

-Δu = f on Ω , u = 0 onΓ (8)

其对应的变分公式为

∫Ω
R

Δ

uε

ΔV +
1
ε∫5Ω uεV =∫Ω

R

f
～

V (9)

其中 f
～
是 f 到区域ΩR的延伸。对应的线性系统为

Ax +
1
εM x = b (10)

其中 A 是循环矩阵 , M 对应于边界积分。使用 5

层离散 ,即 h = 2 - 5 ,方程右边等于

f ( x , y) = 8π2sinπx sinπy (11)

计算结果见图 2。可以看出 ,采用虚拟区域法可以

有效控制区域ΩR \ Ω部分的数值 ,使结果近似为

0。该方法的误差曲面见图 3。可以看出 ,误差主要

集中在区域Ω的边界附近 ,这主要是因为随着ε值

的减小 ,对应区域ΩR \ Ω内矩阵 A 元素的值很大 ,

这导致整个矩阵几乎是奇异的 ,从而导致线性方程

组的解的误差较大。随着配点数量的增加 ,误差相

应减小。

图 2　采用虚拟区域法得到的椭圆方程( 8)数值

结果曲面 ( j = 5 ,ε= 011)

Fig. 2　Curved surface of 2D Elliptic equation (8) by
the fictitious domain method

图 3　虚拟区域法计算椭圆型方程( 8)的误差曲面
Fig. 3　Numerical error curved surface gained from calcula2

tion of elliptic equation (8) by the fictitious domain
method

例 2　三角形区域热传导方程的求解。
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5 u ( x , y , t)
5 t

=
52 u ( x , y , t)

5 x 2 +

　　5
2 u ( x , y , t)

5 y2 　　( x , y) ∈Ω ,

u ( x , y , t) = 0　 　　( x , y) ∈5Ω

(12)

初始条件为

u ( x , y ,0) = 1 (13)

其中Ω是三角形区域 (图 4) 。采用虚拟区域法所得

结果见图 5。由此可见 ,虚拟区域法也可应用于抛

物型偏微分方程的求解。

图 4　热传导方程( 12)的定义域和虚拟域示意图
Fig. 4　Defining domain and fictitious domain of heat

conduction equation (12)

图 5　三角形区域热传导方程( 12)的

数值计算结果 ( t = 011)
Fig. 5　Numerical result of heat2conduction equation

(12) defined on triangle domain

4　结束语

引入虚拟区域法 ,将求解偏微分方程的小波精

　　

细积分法的应用范围由原来的矩形区域扩大到任意

多边形区域 ,从而使小波精细积分法可应用于不规

则区域上的工程模型求解。不规则的边界可以来源

于图像或通过分形计算机图形学的模型模拟生成 ,

但无论哪种方法得到的边界 ,都可以通过小波变换

来自动识别 ,从而可以用来求解具有更为复杂的边

界的模型 ,这也是笔者正在研究的课题。
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