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具有变号非线性项的二阶三点微分方程组的边值问题的2组正解
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摘　要　利用双锥上的不动点定理 ,并赋予 f , g一定的增长条件 ,证明了二阶三点微分方程组的边值问题

x″+ f ( t , x , y) = 0 0≤t ≤1

y″+ g ( t , x , y) = 0 0≤t ≤1

x (0) -β1 x′(0) = 0 x (1) =α1 x (η1) 0 <η1 < 1

y (0) -β2 y′(0) = 0 y (1) =α2 y (η2) 0 <η2 < 1

至少存在 2组正解 ,其中 f , g : [0 ,1 ]×R + ×R + →R 是连续的且可以变号。
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Two po sitive solutions to a second2order and three2point boundary

value problem with sign changing nonlinear term
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Abstract　For a s econd2order and three2point boundary value problem as follows :

x″+ f ( t , x , y) = 0 0≤t ≤1

y″+ g ( t , x , y) = 0 0≤t ≤1

x (0) -β1 x′(0) = 0 x (1) =α1 x (η1) 0 <η1 < 1

y (0) -β2 y′(0) = 0 y (1) =α2 y (η2) 0 <η2 < 1

where f , g : [ 0 ,1 ] ×R + ×R + →R is continuous and its sign is alternated. By the fixed point theorem in a double cone

and endowing certain growth conditions to f and g , the exis tence of at leas t two positive s olutions for above problem

was derived.
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　　常微分方程组多点边值问题正解存在性的研究

具有重要的理论价值和现实意义 ,也引起越来越多

的专家学者的关注[1 7 ]。文献 [ 7 ]利用双锥上的不

动点定理证明了三点边值问题

x″+ f ( t , x ) = 0 0≤t ≤1

x (0) -βx′(0) = 0

x (1) =αx (η) 0 <η< 1

(1)

至少存在 2个正解。文献 [ 8 ]证明了二阶两点微分

方程组

x″+λa ( t) f ( x ( t) , y ( t) ) = 0 0≤t ≤1

y″+λb ( t) g ( x ( t) , y ( t) ) = 0 0≤t ≤1

x (0) = x (1) = y (0) = y (1) = 0

(2)

至少存在 2组正解。

关于二阶三点微分方程组的边值问题

x″+ f ( t , x , y) = 0 0≤t≤1

y″+ g( t , x , y) = 0 0≤t≤1

x (0) -β1 x′(0) = 0 x (1) =α1 x (η1) 0 <η1 < 1

y (0) -β2 y′(0) = 0 y (1) =α2 y (η2) 0 <η2 < 1

(3)
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其中 f , g :[0 , 1 ] ×R + ×R + →R 是连续的且可以

变号 ,正解存在性的研究目前尚未见报道。笔者利

用双锥上的不动点定理 ,并赋予 f , g一定的增长条

件 ,证明二阶三点微分方程组的边值问题 (3)至少存

在 2组正解。

1　预备知识

设 K是 Banach 空间 ( X , ‖·‖)上的一个锥 ,

r > 0为常数。令 Kr = { x ∈K| ‖x ‖< r} , 5 Kr =

{ x ∈K| ‖x ‖= r} ,另外假设α: K→R +是非负连

续增泛函 ,即α连续且对任意λ∈(0 , 1) ,α(λx ) ≤
α( x ) , R + = [0 , ∞) 。令 K ( b) = { x ∈K|α( x ) <

b} ,5 K ( b) = { x ∈K |α( x ) = b} , Ka ( b) = { x ∈

K| a < ‖x ‖, a ( x) < b}。

定理 1[ 7] 　设 X 是实 Banach空间 , K , K′是 X

上的 2个锥 ,且 K′< K。设 T : K→K和 T′: K′→

K′是 2个全连续算子 ,α: K′→R +是非负连续增泛

函 ,且对任意 x ∈ K′, 满足 α ( x ) ≤‖ x ‖≤

Mα( x ) ,其中 M ≥1 为常数。若存在 b > a > 0 使

得 :1 ) 对 x ∈5 Ka , ‖ Tx ‖< a ; 2) 对 x ∈5 K′a ,

‖T′x ‖< a ,且 x ∈5 K′( b) ,α( T′x ) > b ;3)对 x ∈

5 K′( b) ∩{ u | T′u = u} , Tx = T′x。则 T 在 K中

至少有 2个不动点 y1和 y2 ,使得 0 ≤‖y1 ‖< a <

‖y2‖,α( y2) < b。

定理 2　设 A 为 Banach空间 X 上的全连续算

子 , B 为 X 上的连续算子 ,则 BA 为 X 上全连续

算子。

引理 1[7 ]　设 (1 - αη) +β(1 - α) ≠0 , 0 <η<

1 ,则边值问题

x″+ y ( t) = 0 0≤t ≤1

x (0) -βx′(0) = 0 x (1) =αx (η)
(4)

有唯一解

x ( t) = -∫
t

0
( t - s) y ( s) d s +

t +β
(1 -αη) +β(1 -α)∫

1

0
(1 - s) y ( s) d s -

α( t +β)
(1 -αη) +β(1 -α)∫

η

0
(η- s) y ( s) d s

引理 2[7 ]　设(1 -αη) +β(1 -α) ≠0 ,0 <η< 1 ,则

边值问题

- x″= 0 0≤t ≤1

x (0) -βx′(0) = 0 x (1) =αx (η)
(5)

的 Green函数 G ( t , s)为

G( t , s) =

( s +β) [ (1 - t) - α(η- t) ]
(1 - αη) +β(1 - α) s≤t , s≤η

( s +β) (1 - t) +α( t - s) (η+β)
(1 - αη) +β(1 - α)

η≤s≤t

( t +β) [ (1 - s) - α(η- s) ]
(1 - αη) +β(1 - α) t ≤s≤η

( t +β) (1 - s)
(1 - αη) +β(1 - α) t ≤s , s≥η

假设如下条件成立 :

Ⅰ. αi ,βi ≥0 , 0 <ηi < 1 , 1 - αiηi > 0 , (1 - αiηi) +

βi (1 -αi) > 0 , i = 1 ,2 ;

Ⅱ. f , g :[0 ,1 ]×R + ×R + →R 是连续的。
如果Ⅰ成立 ,则式 (5)的 Green函数 Gi ( t , s) ≥

0。令 M i = max
0≤t≤1∫

1

0
Gi ( t , s) ds , mi = min

δ≤t≤1 -δ∫
1 -δ

δ
Gi ( t ,

s) d s ,其中δ∈ 0 ,
1
2

,显然 0 < m i < M i , i = 1 ,2。

令 X = C [ 0 , 1 ] ×C [ 0 , 1 ] ,定义 X 上的范数

‖·‖为 : ‖( x , y) ‖= max{ ‖x ‖, ‖y ‖} ,其中

‖x ‖= max
0≤t≤1

| x ( t ) | ,显然 X 按此范数是 Banach

空间。令 K = { ( x , y) ∈X | x ( t ) ≥0 , y ( t ) ≥0 , t ∈

[0 ,1 ] | } ; K′= { ( x , y ) ∈X | x ( t ) ≥0 ,且 x ( t ) ,

y ( t)在[0 ,1 ]上是凹函数}。则 K和 K′是 X 上的 2

个锥 ,且 K′< K。对 ( x , y) ∈K ,定义

α( x , y) = max min
δ≤t≤1 -δ

x ( t) , min
δ≤t≤1 -δ

y ( t)

易知 ,当 ( x , y ) ∈K′时 ,α( x , y ) ≤‖( x , y ) ‖≤

1
δα( x , y) 。定义

T ( x , y) ( t) = ∫
1

0
G1 ( t , s) f ( s , x ( s) , y ( s) ) ds

+

,

∫
1

0
G2 ( t , s) g ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

+

A ( x , y) ( t) = ∫
1

0
G1 ( t , s) f ( s , x ( s) , y ( s) ) d s ,

∫
1

0
G2 ( t , s) g ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

B ( x , y) = ( x + , y + )

T′( x , y) ( t) = ∫
1

0
G1 ( t , s) f + ( s , x ( s) , y ( s) ) d s ,

∫
1

0
G2 ( t , s) g + ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

其中 x + ( t) = max
0≤t≤1

{ x ( t) ,0}。由Ⅱ知 A : K→X 为

全连续算子 , B : X →K为连续算子 ,从而 T = BA :

K→K为全连续算子 , T′: K′→K′为全连续算子。

2　主要结果

定理 3　设Ⅰ和 Ⅱ成立 ,另假设存在 a , b , d >
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0 ,使得 0 < 1 +
1
βi

max 1 ,
1 -αiηi

αi (1 -ηi)
d < a <δb <

b , i = 1 ,2 ,并且 f , g满足如下增长条件 :

Ⅲ. 当 t∈[0 ,1 ] , u , v∈[0 , b]时 ,有 f ( t ,0 , v) ≥

0 ( ¢ 0) , g ( t , u ,0) ≥0 ( ¢ 0) ;

Ⅳ. 当 ( t , x , y ) ∈[ 0 , 1 ] ×[ d , b ] ×[ 0 , b ] ∪

[0 ,1 ]×[0 , b ]×[ d , b ]时 ,有 f ( t , x , y) ≥0 , g ( t ,

x , y) ≥0 ;

Ⅴ. 当 ( t , x , y) ∈[0 ,1 ]×[0 , a ]×[0 , a ]时 ,有

f ( t , x , y) <
a

M 1
, g ( t , x , y) <

a
M 2

;

Ⅵ. 当 ( t , x , y) ∈[δ,1 - δ]×[δb , b ]×[0 , b ]

∪[δ, 1 - δ] ×[0 , b ]×[δb , b ]时 ,有 f ( t , x , y) >

δb
m 1
或 g ( t , x , y) >

δb
m 2
。

则边值问题 ( 3 ) 至少有 2 组正解 ( x 1 , y1 ) 和
( x 2 , y2)使得 0 < ‖( x 1 , y1) ‖< a < ‖( x 2 , y2) ‖,

α( x 2 , y2) <δb。

证明　首先验证定理 1 的条件 1)成立 ,对任意 ( x ,

y) ∈5 Ka ,由Ⅴ可得

‖T ( x , y) ‖= ‖ ∫
1

0
G1 ( t , s) f ( s , x ( s) , y ( s) ) ds

+

,

∫
1

0
G2 ( t , s) g ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

+

‖ =

‖ max∫
1

0
G1 ( t , s) f ( s , x ( s) , y ( s) ) d s ,0 ,

max∫
1

0
G2 ( t , s) g ( s , x ( s) , y ( s) ) d s ,0 ‖ <

‖
a

M 1∫
1

0
G1 ( t , s) d s ,

a
M 2∫

1

0
G2 ( t , s) d s ‖ = a

然后验证定理 1 的条件 2)成立。对任意 ( x , y) ∈

K′a ,由Ⅴ可得

‖T′( x , y) ‖= ‖∫
1

0
G1 ( t , s) f + ( s , x ( s) , y ( s) ) ds ,

∫
1

0
G2 ( t , s) g + ( s , x ( s) , y ( s) ) d s ‖ <

‖
a

M 1∫
1

0
G1 ( t , s) d s ,

a
M 2∫

1

0
G2 ( t , s) d s ‖ = a

对 ( x , y ) ∈5 K′(δb) ,α( x , y ) =δb ,即 max

{ min
δ≤t≤1 -δ

x ( t) min
δ≤t≤1 -δ

y ( t) } =δb可得 :δb≤‖x ‖≤

b , ‖y ‖≤b或‖x ‖≤b ,δb≤‖y ‖≤b。由Ⅵ可

得
α( T′( x , y) ) =

max min
δ≤t≤1 -δ∫

1

0
G1 ( t , s) f + ( s , x ( s) , y ( s) ) d s ,

min
δ≤t≤1 -δ∫

1

0
G2 ( t , s) g + ( s , x ( s) , y ( s) ) d s ≥

max min
δ≤t≤1 -δ∫

1 -δ

δ
G1 ( t , s) f + ( s , x ( s) , y ( s) ) d s ,

min
δ≤t≤1 -δ∫

1 -δ

δ
G2 ( t , s) g + ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

所以 ,对于 ( t , x , y) ∈[δ,1 -δ]×[δb , b ]×[0 , b ]∪

[δ,1 -δ]×[0 , b ]×[δb , b ] :当 f ( t , x , y) >
δb
m 1
时 ,

α( T′( x , y) ) >
δb
m 1

min
δ≤t≤1 -δ∫

1 -δ

δ
G1 ( t , s) d s =δb ;当

g ( t , x , y) >
δb
m 2
时 ,α( T′( x , y) ) >

δb
m 2

min
δ≤t≤1 -δ∫

1 -δ

δ

G2 ( t , s) d s =δb。

再验证定理 1 的条件 3 ) 成立 ,对 ( x , y ) ∈

K′a (δb) ∩{ ( x , y) | T′( x , y) = ( x , y) } ,由 ( x , y) ∈

K′a (δb) ,可得 ‖x ‖> a 或 ‖y ‖> a 及α( x , y) <

δb ,得‖( x , y) ‖< b。

若‖x ‖> a > 1 +
1
β1

max 1 ,
1 -α1η1

α1 (1 -η1)
d ,

证明 d≤x ( t) , t ∈[0 ,1 ]。首先证明

x (0) ≥max 1 ,
1 -α1η1

α1 (1 -η1)
d (6)

采用反证法。若式 (6)不成立 ,那么存在 t0 ∈

(0 , 1 ) ,使 x′( t0 ) >
1
β1

max 1 ,
1 -α1η1

α1 (1 -η1)
d ,由

x ( t) 的凹性知 x′( 0 ) ≥ x′( t0 ) >
1
β1

max 1 ,

1 -α1η1

α1 (1 -η1)
d ,因此

0 = x (0) -β1 x′(0) < max 1 ,
1 -α1η1

α1 (1 -η1) d -

β1·
1
β1

max 1 ,
1 -α1η1

α1 (1 -η1) d = 0 (7)

式 (7)自身矛盾。其次 ,仍用反证法证明 x (1) ≥d。

若 x (1) < d ,由 x ( t)的凹性知

x (η1) - x (1)

1 -η1
≥x (0) - x (1)

1 - 0

即 x (η1) -η1 x (1) ≥(1 - η1) x (0) ,由 x (1) =α1 x·

(η1)可得

x (0) ≤
1 -α1η1

α1 (1 -η1)
x (1) <

1 -α1η1

α1 (1 -η1)
d (8)

这里 ,式 (8)与式 ( 6)矛盾 ,故对 t ∈[ 0 , 1 ] ,有 d ≤

x ( t) ≤b。

类似可以证明 ,若 ‖y ‖> a ,对 t ∈[ 0 , 1 ] ,有

d ≤y ( t) ≤b。

由Ⅳ知 f + ( t , x ( t ) , y ( t ) ) = f ( t , x ( t ) ,

y ( t) ) , g + ( t , x ( t) , y ( t ) ) = g ( t , x ( t ) , y ( t ) ) ,因
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此当 ( x , y ) ∈ K′a (δb) ∩{ ( x , y ) | T′( x , y ) =

( x , y) }时 , T ( x , y) = T′( x , y) 。

至此 ,定理 1的条件全部满足 ,故 T 在 K上有

2组不动点 ( x1 , y1)和 ( x2 , y2) ,且 0 < ‖( x1 , y1) ‖<

a < ‖( x 2 , y2) ‖,α( x 2 , y2) <δb。

最后证明上述 T 的不动点 ( x 1 , y1)和 ( x 2 , y2)

为问题 (3)的解。

易知 , ( x , y)为问题 (3)的解的充分必要条件是

( x , y)为 A 的不动点 ,因此 ,只须证明若 ( x , y)为

T的不动点 ,则一定是 A 的不动点。如果 ( x , y)为

T 的不动点 ,令

A 1 ( x , y) =∫
1

0
G1 ( t , s) f ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

A 2 ( x , y) =∫
1

0
G2 ( t , s) g ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

T1 ( x , y) = ∫
1

0
G1 ( t , s) f ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

+

T2 ( x , y) = ∫
1

0
G2 ( t , s) g ( s , x ( s) , y ( s) ) d s

+

设 ( x , y)不是 A 的不动点 ,则 x ≠A 1 ( x , y)或 y ≠

A 2 ( x , y) 。如果 x ≠A 1 ( x , y) ,则存在 t0 ∈(0 ,1) ,

使 A 1 ( x , y ) ( t0 ) < 0 = x ( t0 ) 。取包含 t0 且使

A 1 ( x , y) ( t) < 0 的最大区间 ( t1 , t2 ) ,由 Ⅲ知 [ t1 ,

t2 ]≠[ 0 , 1 ] ,若 t2 < 1 , A 1 ( x , y ) ( t2 ) = 0 , A′1 ( x ,

y) ( t2) ≥0 ,由Ⅲ知 ,当 t ∈( t1 , t2)时 , A″1 ( x , y) ( t) =

- f ( t ,0 , y ( t) ) ≤0 ,从而 t1 = 0 ,再由 A 1 ( x , y) (0) -

βA′1 ( x , y) (0) = 0 ,推得 A′1 ( x , y) (0) < 0 ,矛盾。若

t1 > 0 ,那么 A 1 ( x , y) ( t1) = 0 , A′1 ( x , y) ( t1 ) ≤0 ,

由Ⅲ得 ,当 t ∈( t1 , t2)时 , A″1 ( x , y) ( t) = - f ( t , 0 ,

y ( t) ) ≤0 ,从而 t2 = 1 ,由 A 1 ( x , y) (1) =α1 A 1 ( x ,

y) (η1) ,可得 A 1 ( x , y) (η1) < 0。由 A 1 ( x , y) ( t)

凹性知 t1 <η1 ,且

| A 1 ( x , y) (η1) |
η1 - t1

≤
| A 1 ( x , y) (1) |

1 - t1

从而| A 1 ( x , y) (η1) | ≤
η1 - t1

1 - t1
| A 1 ( x , y) (1) | ≤

α1η1| A 1 ( x , y) (η1) | ,得α1η1≥1 ,与Ⅰ矛盾。所以

x ( t) = A 1 ( x , y ) ( t ) 。类似可以证明 y ( t ) =

A 2 ( x , y) ( t) 。从而 ( x , y)为 A 的不动点。

定理 3证明完毕。
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