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摘 　要 　利用 Leggett2Williams 不动点定理 ,并赋予 f 一定的增长条件 ,证明了二阶微分方程多点边值问题

u″+ f ( t , u) = 0 　0 ≤ t ≤1

u (0) = 0 　u (1) - ∑
m - 2

i = 1

ki u′(ξi) = 0

至少存在 3 个正解 ,其中 f :[0 ,1 ] ×[0 , ∞) →[0 , ∞) 是连续的 ,0 <ξ1 <ξ2 < ⋯<ξm - 2 < 1 。同时给出了该边值问

题相应的 Green 函数。
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Abstract 　For a s econd2order multiple2point boundary value problem system , s uch as

u″+ f ( t , u) = 0 　0 ≤ t ≤1

u (0) = 0 　u (1) - ∑
m - 2

i = 1

ki u′(ξi) = 0

where f :[0 ,1 ] ×[0 , ∞) →[0 , ∞) is continuous and 0 <ξ1 <ξ2 < ⋯<ξm - 2 < 1 , growth conditions are impos ed on f ,

which yields the exis tence of at leas t three positive s olutions by the Leggett2Williams fixed point theorem. The ass ociat2
ed Green function for above problem is als o given.
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　　常微分方程的多点边值问题出现在应用数学和

应用物理的许多领域中。1987 年 Il’in 和 Moi2
seev[1 ]首先对二阶线性常微分方程的多点边值问题

进行了研究 ,此后 ,出现了许多关于非线性多点边值

问题的研究成果[2 6 ] ,文献 [ 5 ]利用双锥上的不动点

定理证明了二阶三点边值问题

u″( t) + a ( t) f ( u) = 0

u (0) = 0 　u (1) - αu (η) = 0
(1)

至少存在 2 个正解 ,其中α> 0 ,0 <η< 1 , a ∈C ( [0 ,

1 ] , [0 , ∞) ) , f ∈C ( [0 , ∞) , [0 , ∞) ) 。文献[6 ]利用

Shauder 不动点定理讨论了二阶 m 点边值问题

u″+ f ( t , u) = 0 　0 ≤ t ≤1

u (0) = 0 　u (1) - ∑
m - 2

i = 1
k i u (ξi) = b

(2)

正解的存在性与 b 的取值有关 ,并证明了存在 b 3 ,

当 0 < b < b 3 时式 (2) 有正解 ,当 b > b 3 时没有正

解 ,此处 k i > 0 ( i = 1 , 2 , ⋯, m - 2) , 0 <ξ1 <ξ2 < ⋯
ξm - 2 < 1。
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关于二阶多点边值问题

u″+ f ( t , u) = 0 　0 ≤t ≤1

u (0) = 0 　u′(1) - ∑
m - 2

i = 1
k i u′(ξi) = 0

(3)

其中 f :[0 ,1 ] ×[0 , ∞) →[0 , ∞) 连续 , k i > 0 ( i = 1 ,

2 , ⋯, m - 2) ,0 <ξ1 <ξ2 < ⋯<ξm - 2 < 1 的正解存

在性的研究未见报道。笔者利用 Leggett2Williams

不动点定理 ,并赋予 f 一定的增长条件 ,讨论了问

题 (3) 正解的存在性。

1 　预备知识

定义 　设 0 < a < b 为常数 ,α是 K 上的非负连

续凹泛函 ,定义凸集 Pr 和 P(α, a , b) 为

Pr = { x ∈K| ‖x ‖< r}

P(α, a , b) = { x ∈K| a ≤α( x ) , ‖x ‖≤b}

定理 1 (Leggett2Williams 不动点定理[7 ] ) 　设

A : Pc →Pc 是全连续算子 ,α是 K 上的非负连续凹

泛函 ,且对任意 x ∈Pc ,α( x ) ≤‖x ‖,又设存在 0

< a < b < d ≤c ,使得 :

1) { x ∈P (α, b , d) | α( x ) > b} ≠< ,且对 x ∈

P(α, b , d) ,α( A x) > b ; 2) 对 ‖x ‖≤a 有 ‖A x ‖

< a ;3) 对 x ∈P (α, b , c) 且 ‖A x ‖> d 有α( A x )

> b 。则至少存在 3 个不动点 x 1 、x 2 和 x 3 ,使得 ‖

x 1 ‖< a , b <α( x 2) , a < ‖x 3 ‖,α( x 3) < b。

引理 1 　假设 ∑
m - 2

i = 1

k i ≠1 ,如果 y ( t) ∈C[0 ,1 ] ,

则边值问题

u″+ y ( t) = 0 　0 ≤ t ≤1

u (0) = 0 　u (1) - ∑
m - 2

i = 1
k i u′(ξi) = 0

(4)

有唯一解

u ( t) = -∫
t

0
( t - s) y ( s) ds +

t

1 - ∑
m - 2

i = 1
ki

∫
1

0
y ( s) ds -

t

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

∑
m - 2

i = 1∫
ξ

i

0
y ( s) d s

证明 　由式 (4) 有

u″( t) = - y ( t)

对 t ∈[0 ,1 ] ,从 0 到 t 积分 ,得

u′( t) = - ∫
t

0
y ( s) d s + u′(0) (5)

对 t ∈[0 ,1 ] ,对式 (5) 再从 0 到 t 积分

u ( t) = - ∫
t

0
(∫

x

0
y ( s) d s) d x + u′(0) t

即

u ( t) = - ∫
t

0
( t - s) y ( s) d s + u′(0) t

由式 (5) 得

u′(1) = - ∫
1

0
y ( s) d s + u′(0)

u′(ξi) = - ∫
ξ

i

0
y ( s) d s + u′(0) 　i = 1 ,2 , ⋯, m - 2

由式 (4) 有

- ∫
1

0
y ( s) d s + u′(0) -

∑
m - 2

i = 1
k i ( - ∫

ξ
i

0
y ( s) d s + u′(0) ) = 0

即

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i u′(0) =

∫
1

0
y ( s) d s - ∑

m - 2

i = 1
k i∫

ξ
i

0
y ( s) d s

因此

u′(0) =
1

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

∫
1

0
y ( s) d s -

1

1 - ∑
m - 2

i = 1

k i

∑
m - 2

i = 1
k i∫

ξ
i

0
y ( s) d s

所以式 (4) 有唯一解

u ( t) = - ∫
t

0
( t - s) y ( s) ds +

t

1 - ∑
m - 2

i = 1
ki

∫
1

0
y ( s) ds -

t

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

∑
m - 2

i = 1
k i∫

ξ
i

0
y ( s) d s

引理 2 　设 0 < ∑
m - 2

i = 1
k i < 1 , y ( t ) ∈C [0 , 1 ]且

y ( t) ≥0 ,则式 (4) 的唯一解 u ( t ) ,满足 u′( t ) ≥0 ,

其中 0 ≤t ≤1。

证明 　由引理 1 得

u′( t) = - ∫
t

0
y ( s) d s +

1

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

∫
1

0
y ( s) d s -

1

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

∑
m - 2

i = 1
k i∫

ξ
i

0
y ( s) d s ≥

- ∫
t

0
y ( s) d s +∫

1

0
y ( s) d s ≥0

引理 3 　边值问题
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- u″= 0 0 ≤ t ≤1

u (0) = 0 u′(1) - ∑
m - 2

i = 1
k i u′(ξi) = 0

(6)

的 Green 函数为

G( t , s) =

s +
∑
l - 1

j =1
kj

1 - ∑
m - 2

i =1
ki

t

　

0 ≤ t ≤1 ,

ξl - 1 ≤s ≤min{ξl , t} ,

l = 1 ,2 , ⋯, m - 1

1 - ∑
m - 2

j =1
kj

1 - ∑
m - 2

i =1
ki

t

　

0 ≤ t ≤1 ,

max{ξl - 1 , t} ≤s ≤ξl ,

l = 1 ,2 , ⋯, m - 1

证明　对 0 ≤t ≤ξ1 ,式 (4) 的唯一解可表示为

u ( t) =∫
t

0
sy ( s) d s +∫

ξ
1

t
ty ( s) d s +

∑
m - 2

i = 2∫
ξ

i

ξ
i - 1

1 - ∑
m - 2

j = i

k j

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

ty ( s) d s +

∫
1

ξ
m - 2

1

1 - ∑
m - 2

i = 1

k i

ty ( s) d s

对ξr - 1 ≤t ≤ξr ,2 ≤r ≤m - 2 ,式 (4) 的唯一解可表

示为

u ( t) =∫
ξ

1

0
sy ( s) d s +

∑
r - 1

i = 2∫
ξ

i

ξ
i - 1

s +
∑
i - 1

j = 1
k j

1 - ∑
m - 2

i = 1

k i

t y ( s) d s +

∫
t

ξ
r- 1

s +
∑
r - 1

j = 1

k j

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

t y ( s) d s +

∫
ξ

r

t

1 - ∑
m - 2

j = r

k j

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

ty ( s) d s +

∑
m - 2

i = r+1∫
ξ

i

ξ
i - 1

1 - ∑
m - 2

j = i

k j

1 - ∑
m - 2

i = 1

k i

ty ( s) d s +

∫
1

ξ
m - 2

1

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

ty ( s) d s

对ξm - 2 ≤t ≤1 ,式 (4) 的唯一解可表示为

u ( t) =∫
ξ

1

0
sy ( s) d s +

∑
m - 2

i = 2∫
ξ

i

ξ
i - 1

s +
∑
i - 1

j = 1
k j

1 - ∑
m - 2

i = 1

k i

t y ( s) d s +

∫
t

ξ
m - 2

s +
∑
m - 2

j = 1
k j

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

t y ( s) d s +

∫
1

t

1

1 - ∑
m - 2

i = 1
k i

ty ( s) d s

所以式 (4) 的唯一解为 u ( t) =∫
1

0
G ( t , s) y ( s) d s 。

引理 3 证毕。

引理 4 　假设 0 < ∑
m - 2

i = 1
k i < 1 ,边值问题 (3) 中

如果 y ( t) ∈C (0 ,1) ,并且在 (0 ,1) 上 , y ( t ) ≥0 ,则

式 (4) 的唯一解 u ( t ) 满足 :1) u ( t ) ≥0 , 0 ≤t ≤1 ;

2) inf
t ∈[ξ

1
,1 ]

u ( t) ≥ξ1 ‖u ‖。

证明 　由 u ( t ) 的凹性及单调非减性易知结论

成立。

本研究假设如下条件成立 :

ⅰ　k i > 0 ( i = 1 ,2 , ⋯, m - 2) ,0 =ξ0 <ξ1 < ⋯

<ξm - 1 = 1 , 0 < ∑
m - 2

i = 1
k i < 1 ;

ⅱ　f :[0 ,1 ] ×[0 , ∞) →[0 , ∞) 连续。

显然 , G ( t , s) ≥0 ,并且 mes{ t , s) ∈[ 0 , 1 ] ×

[0 ,1 ]| G ( t , s) = 0} = 0。令

m = min
t ∈[ξ

1
,1 ]∫

1

ξ
1

G ( t , s) d s =∫
1

ξ
1

G (ξ1 , s) d s

M = max
t ∈[0 ,1 ]∫

1

0
G ( t , s) d s =∫

1

0
G (1 , s) d s

易见 0 < m < M 。设 E = C[0 ,1 ] ,并且定义 E 上锥

K = { u ∈E| u 是[0 ,1 ]上非负单调不减凹函数} 。

最后在 K 上定义非负连续的凹泛函α( u) =

min
t ∈[ξ

1
,1 ]

u ( t) = u (ξ1) 。显然 ,对任意 u ∈K ,α( u) ≤

‖u ‖。

2 　主要结果

定理 2 　假设上面的条件 ⅰ和 ⅱ成立 ,另假设

存在非负数 a、b 和 c ,使得 0 < a < b < d =
b
ξ ≤min
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1 ,
m

Mξ1
c ,并且 f ( t , u) 满足如下增长条件 :

ⅲ　f ( t , u) ≤c
M

, ( t , u) ∈[0 ,1 ] ×[0 , c ] ;

ⅳ　f ( t , u) ≤a
M

, ( t , u) ∈[0 ,1 ] ×[0 , a ] ;

ⅴ　f ( t , u) ≤b
m

, ( t , u) ∈[ξ1 ,1 ] ×[ b , d ]。

则边值问题 (3) 至少存在 3 对正解 u1 , u2 , u3 使得 :

‖u1 ‖ < a , min
t ∈[ξ1 ,1 ]

u2 ( t ) > b , ‖ u3 ‖ > a ,

min
t ∈[ξ

1
,1 ]

u3 ( t) < b。

证明 　定义 K 上算子 A 为

A u ( t) =∫
1

0
G ( t , s) f ( s , u ( s) ) d s

首先证明 A : K →K 是全连续算子。由 G ( t ,

s) 的性质可知 : ( A u )″( t ) = - f ( t , u ( t ) ) ≤0 ,

( A u)′( t) ≥0 , A u ( t ) ≥0 ,因此 , A : K →K。如果

u ∈Pc ,则 ‖u ‖≤c , t ∈[0 ,1 ] ,由条件 ⅲ可得

‖A u ‖= max
t ∈[0 ,1 ]

| A u ( t) | =

∫
1

0
G (1 , s) f ( s , u ( s , u ( s) ) d s ≤

c
M∫

1

0
G (1 , s) d s = c

从而 A : Pc →Pc。由 f 的连续性及 Arzela2Ascoli 定

理知 , A 是 K 上的全连续算子。由 ⅳ类似可以证明

定理 1 的条件 1) 成立。

其次证明定理 1 的 2) 成立。显然

{ u ∈P(α, b , d) |α( u , v) > b} ≠<

是成立的 ,如果 u ∈P (α, b , d) ,那么对 s ∈[ξ1 , 1 ]

有 b ≤u ( s) ≤d ,由 ⅴ可得

α( A u) = min
t ∈[ξ

1
,1 ]∫

1

0
G ( t , s) f ( s , u ( s) ) d s =

∫
1

0
G (ξ1 , s) f ( s , u ( s) ) d s >

∫
1

ξ
1

G (ξ1 , s) f ( s , u ( s) , v ( s) ) d s ≥

b
m∫

1

ξ
1

G (ξ1 , s) d s = b

最后证明定理 1 的 3) 成立。如果 u ∈P (α, b ,

c) ,且 ‖A u ‖> d 则有

α( A u) = min
t ∈[ξ

1
,1 ]

A u ( t) ≥ξ1 ‖A u ‖>ξ1 d = b

定理 1 的条件全部满足 ,所以边值问题 (3) 至少有 3

个不动点 u1 , u2 , u3 满足 : ‖u1 ‖< a , min
t ∈[ξ

1
,1 ]

u2 ( t) >

b , ‖u2 ‖> a , min
t ∈[ξ

1
,1 ]

u3 ( t) < b。

定理 2 证明完毕。
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