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摘 　要 　采用基于径向基函数的无单元法求解微分方程 ,探讨 2 种径向基函数的性质 ,得到了基函数中自由参数

与求解精度的关系曲线 ,以及节点均布时自由参数最佳取值的计算公式及其数值 ;将节点均布下得到的自由参数

取值公式应用于节点任意排列的情况 ,其求解精度仍能得到保证 ;比较了无单元方法在节点均布与否 2 种情况下

的计算精度 ,其求解结果变化不大 ,均满足精度要求 ,说明这种无单元法对节点位置不敏感。
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Application of radial ba sis function in me shle ss method

Qin Lingli , Huang Wenbin , Zhou Zhe
(College of Science , China Agricultural University , Beijing 100083 , China)

Abstract 　The meshless method bas ed on radial basis functions was adopted to s olve the differential equations . The

prop erties of the two radial basis functions were investigated and the relational curves of the s olution precision and the

free p arameters in the radial basis functions were obtained. The formula for the optimum value of the free p arameter and

its calculated value when the nodes were uniformly dis tributed were als o obtained from the s olution. We applied that

formula to the condition of random nodes and found its s olution could s till keep a s atisfied precision. We comp ared the

computation precisions of the s olutions under the conditions of various nodes dis tributions and the res ults showed that

the precisions didn’t change obviously , which meant that this method wasn’t s ensitive to the dis tribution of nodes .
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　　随着计算机的发展 ,有限单元法成为模拟和求

解复杂问题有效的数值方法 ,该方法以单元和分片

插值为基础 ,可以保证计算结果的收敛性 ,且已有大

量的通用软件和网格自动生成器可供使用 ;但在分

析涉及特大变形、奇异性或裂纹动态扩展等问题时 ,

由于网格发生畸变 ,增加了计算方面的困难。20 世

纪 80 年代出现的无单元法 ,只需节点的信息 ,运用

灵活 ,引起了众多学者的关注 ,随之产生出了多种无

单元方法[1 ,2 ] 。

在众多的无单元法中 ,按是否构造形函数可以

分为两大类 :一类是构造形函数 ,典型的方法有 ,移

动最小二乘近似法[3 ,4 ] (moving least square approxi2
mation method , ML S) 、自然单元法[5 ,6 ] ( the natural

element method , N EM) 、点插值法[7 ] (point interpo2
lation method , PIM) ,其中 ,移动最小二乘近似法构

造出的形函数不满足δ条件 ,自然单元法和点插值

法构造出的形函数满足δ条件 ;另一类是基于径向

基函数的无单元法 ( radial basis functions meshless

method ,RBF) ,是近期发展起来的一种数值计算方

法 ,此方法以径向基函数来逼近场函数 ,不构造形函

数 ,只需节点信息 ,不需划分单元。相对于其他无单

元方法 ,实现了真正意义上的无网格 ,且编程简单 ,

计算量小 ,计算精度高。文献[8 ]～[12 ]中采用强形

式直接在离散点处满足微分方程和边界条件 ,体现

出了真正的无网格性 ;文献 [13 ]～ [ 16 ]中所用的方

法采用弱形式来满足微分方程和边界条件。笔者对
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径向基函数在无单元法中的使用原理进行了阐述 ,

通过求解微分方程探讨了不同的径向基函数中自由

参数与求解精度的关系 ,及其影响因素。

1 　RBF法的基本原理

设在二维域Ω上有一偏微分方程

L u = f ( x , y) ( x , y) ∈Ω

u = g ( x , y) ( x , y) ∈5Ω
5 u/ 5 n = h ( x , y) ( x , y) ∈5Ω

(1)

依 RBF 法 ,其近似解可表示为

uN ( x , y) = ∑
N

I
+ N

d
+ N

n

j = 1

u jφ( rj) (2)

其中 : u j 为待定系数 ;φ( rj) 为径向基函数 , rj 是点

( x , y) 与点 ( x j , y j) 距离的范数 ,即 rj = ‖( x , y) -

( x j , y j) ‖,二维域时 rj = ( x - x j)
2 + ( y - y j)

2 ;

N 为自然数 , { ( x j , y j) } N
I1 表示为域 Ω内部的插值

点 ,{ ( x j , y j ) }
N

I
+ N

d
N

I
+ 1 和{ ( x j , y j ) }

N
I

+ N
d

+ N
n

N
I

+ N
d

+ 1 分别为本

质边界条件和自然边界条件上的插值点。如果这两

类边界是重合的 ,也可以选取不同的点分别作为各

自的离散点。将式 (2) 代入式 (1) 得

∑
N

j = 1

( Lφ) ( ‖( x i , y i) - ( x j , y j) ‖) u j = f ( x i , y i)

　　　i = 1 ,2 , ⋯, N I

∑
N

j = 1

φ( ‖( x i , y i) - ( x j , y j) ‖) u j = g ( x i , y i)

　　　i = N I + 1 , N I + 2 , ⋯, N I + N d

∑
N

j = 1

5φ
5 n

( ‖( x i , y i) - ( x j , y j) ‖) u j = h ( x i , y i)

　　　i = N I + N d + 1 , ⋯, N

(3)

这样可以得到待定系数{ u j}
N
j = 1 ( N = N I + N d + N n ,

为所有的离散点数) 。

目前径向基函数的类型有 :高斯函数φ( r) =

exp ( - αr2 ) (α为大于 0 的自由参数 ) 、MQ 函数

φ( r) = ( r2 + β2 ) 1/ 2 (β为大于 0 的自由参数 ) 、

φ( r) = rn ( n 为正奇数) 以及 Wu[17 ]和 Buhmann[18 ]

等构造的具有截断多项式形式的紧支径向基函数。

由于第 3 个函数中自由参数的选取规律难找 ,第 4

个函数求导后计算公式相对来说较复杂 ,本文中径

向基函数选取前 2 个函数 ,其函数曲线见图 1。

(a) 高斯函数 (b) MQ 函数

图 1 　径向基函数曲线

Fig. 1 　Relational curves of radial basis functions

2 　数值实验

通过求解一维、二维 Possion 方程 ,探讨径向基

函数及其自由参数的性质。本文中误差定义为

∑| 理论解 - 数值解 |

∑| 理论解 |
。

算例 1 :方程

52 u
5 x 2 = - 2 - 1 < x < 1

u = 0 x = ±1

(4)

其精确解为 u = 1 - x 2

算例 2 :方程

¨2 u = 2 ( x 2 + y2 - 2)

　　( x , y) ∈Ω= [ - 1 ,1 ] ×[ - 1 ,1 ]

u = 0 　( x , y) ∈5Ω
(5)

其精确解为 u ( x , y) = (1 - x 2) (1 - y2)

211 　节点均布情况下径向基函数及其自由参数的

性质

采用高斯函数φ( r) = exp ( - αr2) 为径向基函

数 ,研究节点均布时自由参数α的取值与计算误差
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的关系。图 2 (a)和 (b) 分别表示算例 1 和算例 2 在

不同节点间距下自由参数α与计算误差的关系。

可以看出 ,随着α的增大 ,计算误差越来越大 ,但这

并不意味着为了追求精度α可以取到无穷小 ,因为

α过小会导致方程奇异而无解。笔者考虑了多种节

点间距的情况 ,对方程进行了求解 ,得到了算例 1 和

2 中α的最佳取值公式 :

α= (119169 d3 + 0106) - 1 (6a)

α= (0153 d - 1 - 1135) 2 (6b)

其中 d 为节点间距。对任一节点间距 d , 根据式

(6) 求得自由参数α的最佳取值 ,从而进行数值计

算 ,以保证场函数的精确度 (误差≤1 %) 。

(a) 算例 1 (b) 算例 2

图 2 　不同节点间距时α与误差的关系

Fig. 2 　Relationship between a and error at different nodes distances

　　采用 M Q 函数φ( r) = ( r2 +β2) 1/ 2为径向基函

数 ,研究自由参数β的取值与计算误差的关系。不

同节点间距下β的取值与计算误差的关系见图 3。

可以看出 ,随着β的增大 ,计算误差越来越小 ,但β

不能取无穷大 ,否则会导致方程奇异无解。相应的

也建议 2 个计算公式

β= (0101 d - 2 + 0103) - 1 (7a)

β= (11186 d015 - 4121) 2 (7b)

分别表示算例 1 和算例 2 中β与 d 的关系等式 ,这

样得到β的最佳取值 ,以保证采用其求解时场函数

的精确度 (误差≤1 %) 。

(a) 算例 1 (b) 算例 2

图 3 　不同节点间距时β与误差的关系

Fig. 3 　Relationship betweenβand error at different nodes distances

　　可见 ,以上 2 个算例中取不同的径向基函数求

解场函数时 ,不同节点间距下自由参数的最佳值可

以通过公式得到 ,并能保证求解精度。RBF 法在选

取了合适的径向基函数及其参数后 ,计算精度好 :以

算例 2 为例 ,100 个节点均布情况下 ,径向基函数取

为高斯函数 ,α依式 (6b) 取 11071 , 此法的误差为

01013 %; FEM 采用与 RBF 法完全相同的节点分

布 ,四节点矩形单元 , 2 ×2 高斯积分 , 误差为

11041 %。

212 　非均布节点情况下径向基函数及其自由参数

的性质

对节点不均布的情况本文中对上述 2 个算例分
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别进行求解。采用节点分布按偏离度随机分布的方

式对节点的非均匀度进行定量表示。在算例 1 中的

实现步骤如下 :

1) 节点布置 :首先均布 21 个节点 ,然后保持边

界点的位置不动 , 而每个内部节点位置偏移量为

±( t ds) ,其中 t 为 011～1 中的任意数 (使节点分布

在定义域内 ,本文中选取其为 011 , 013 和 1) , d 为

均布节点间距 , s 为 0 到 1 之间的随机数。图 4 示

出当均布节点间距为 1/ 4、t 为 1 时的节点排列

情况。

图 4 　不规则排列的节点
Fig. 4 　Irregular nodes

2) 计算过程 :与 RBF 法相同。分别采用高斯函

数和 MQ 函数为径向基函数 ,其中 ,自由参数的取

值同节点均布时 ,α为 51565 ,β为 01971。　　　

　　3) 将步骤 1) 和 2) 重复做 10 次 ,每次通过控制

随机数 ,使节点布置都完全不同。对 10 次计算结果

的误差取平均 , 作为节点数为 21、自由参数按式

(6a)和 (7a) 取值、不均布节点情况下的计算误差。

4) 比较 t 分别取 011 , 013 和 1 时 , 3 种情况下

的计算误差。

5) 把节点数变为 19 和 11 (节点个数 19 时α和

β分别为 41461 和 11190 ; 11 时为 01983 和 31571 )

重复步骤 1) ～4) 。

对算例 2 ,求解方程的过程基本同算例 1 ,不同

的地方有 :步骤 1) 中的节点个数分别考虑 121 , 81

和 25 ,而不是 21 ,19 和 11 ;步骤 2) 中的α和β要取

算例 2 中均布节点间距分别为 1/ 5 ,1/ 4 和 1/ 2 时的

对应值。

计算结果表明 ,算例 1 中不管径向基函数是采

用高斯函数还是 MQ 函数 ,当自由参数取节点均布

时的最佳数值 ,且节点不均布时 ,计算精度几乎没有

变化。算例 2 中自由参数按节点均布时的最佳数值

取 ,得到的误差曲线见图 5。可见 ,节点位置的变化

对 RBF 法精度的影响不大 ,仍然满足精度要求 (工

程上对场函数的误差要求 < 1 %) 。

(a) 高斯函数 (b) MQ 函数

图 5 　算例 2 节点不均布时参数 t 与误差的关系

Fig. 5 　Relationship between t and error at different nodes distances in Solution 2

3 　结 　论

与有限元相比 ,基于径向基函数的无单元法不

需要网格剖分 ,只需节点信息 ,节点可以任意分布 ,

而且节点位置的改变对计算精度影响不大。

基于径向基函数的无单元法是真正的无网格

法 ,其优点是无需数值积分 ,是强形式的满足 ;相对

于其他无单元法 ,求解思路直接 ,编程简单 ,可方便

地应用于微分方程边值问题的求解 ;如果选择了合

适的径向基函数及其自由参数后 ,计算精度高。

选用高斯函数或 MQ 函数做径向基函数时 ,径

向基函数中的自由参数和计算精度之间的关系与解

决问题的维数、节点是否均布和节点间距都有关系。

本文给出了节点均布情况下自由参数的建议公式。

在节点随机排列的情况下 ,采用该公式选取自由参

数 ,求解精度仍然满足工程要求 (场函数误差 <

1 %) 。
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实现了嫁接作业的连续 ;由于操作时间上构成重叠 ,

故提高了嫁接效率。样机实验结果表明 :采用 PLC

作为控制器的嫁接机其嫁接速度可达 1 200～1 380

株/ h ,与采用单片机控制的嫁接机 (600 株/ h) 相比 ,

工作效率提高了 1 倍多。
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