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摘　要 　利用精细积分技术对同伦摄动方法进行了改进 ,构造了一种求解非线性动力学方程的新的渐近数值方

法。数值算例结果表明 ,该方法的计算精度高于简单的同伦摄动方法 ,同经典的精细积分法相比 ,该方法计算量

小 ,对时间步长不敏感 ,更适合于求解非线性问题。
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Abstract 　A new asymptotic numerical method for nonlinear dynamic equations was propos ed. In this method , the ho2
motopy p erturbation method was improved by using the precis e integration technique . The res ult of numerical example

showed that the new method was more accurate than the simple homotopy p erturbation method. And the computational

complexity was less than the traditional precis e integration method. Furthermore , this method was not s ensitive to the

time step . It was thus s uitable for s olving nonlinear equations .
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　　同伦摄动方法是近年来提出的一种新的渐近数

值方法[1～5 ] ,该方法是在人工参数[6 ]摄动法的基础

上发展而来的。为方便对不带小参数的微分方程采

用摄动法求解 ,刘高联[6 ]等提出了人工参数法 ,但

增加人工参数具有很大的技巧成分。为此何吉欢提

出了同伦摄动技术 ,首先针对所求非线性微分方程

构造同伦函数 ,然后将同伦参数作为摄动参数对该

方程的解按摄动理论进行展开并求解。该方法在求

解一维二阶非线性微分方程时具有很高的精度 ,但

在求解微分方程组时 ,为消除长期项 ,需要推导非常

复杂的可解性条件 ,计算精度也很难满足工程需要 ,

这无疑制约了该方法的使用。文献 [ 3 ]～ [ 5 ]将

páde 逼近理论溶入该方法构造了一种渐近数值方

法并成功求解了具有线性本构关系的非线性弹性力

学问题。本研究的目的是将精细积分技术[7 ]和同

伦摄动方法相结合 ,构造一种求解非线性动力学方

程的渐近数值方法 , 以期取得较高的计算精度和

效率。

1 　结构非线性动力方程的精细积分计算

结构非线性动力系统可表示成下列形式[7 ]

Mq̈ + GÛq + Kq = F ( Ûq , q , t) (1)

其中 , q 为 n 维未知函数向量 , Mq̈ + GÛq + Kq = 0

是线性子系统 , F ( Ûq , q , t ) 是系统的非线性部分。

在哈密顿体系下 ,根据哈密顿正则方程得到方程 (1)

的等价形式
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Ûv = Hv + f ( v , t)

v = ( q
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方程 (2) 的通解为

v ( t) = e
H ( t - t

k
)

v ( k) + e
Ht

∫
t

t
k

e
- Ht

f ( v , t) d t (4)

式中 v 和 vk 分别表示所求解向量在时刻 t 和 t k 的

值。式 (4) 中积分项的求解方法有很多 ,较常用的方

法是将非线性右端项 f ( v , t ) 在 t = t k , v = vk 处按

如下方式展开

f ( v , t) ≈ r0 + ( t - t k) r1 (5a)

其中 r0 = f ( vk , t k) ,对于显式方法

r1 =
5 f
5 t t = t

k

+ ∑
2 n

i = 1

5 f
5 v i

( Hvk + f ( vk , tk) ) i

(5b)

vi 表示向量 v 中得第 i 个元素。对于隐式方法

r1 =
f ( vk + 1 , t k + 1) - f ( v k , t k)

tk + 1 - t k
(5c)

由此可得方程 (1) 解的递推公式为

vk + 1 = e
H ( t

k + 1
- t

k
)

( vk + H - 1 ( r0 + H - 1 r1) ) -

H - 1 ( r0 + H - 1 r + ( t k + 1 - t k) r1) (6)

当时间步长 t k + 1 - t k 不变时 ,常矩阵 e
H ( t

k + 1 - t
k
)
可

通过指数矩阵的精细算法精确求得 ,因此 ,该递推公

式的误差主要来自方程 (5) 中 f ( v , t) 的近似表达。

2 　基于精细积分的同伦摄动方法

同伦函数的构造方法有很多 ,在此 ,针对方程

(2) 构造线性同伦函数 :

Ûv - Hv - f ( A) +ε[ f ( A ,0) - f ( v , t) ] = 0 (7)

其中 , A 是已知初值 ,ε∈[ 0 , 1 ]是同伦参数。根据

摄动理论 ,将方程 (7) 的解表示为参数ε的级数形式

v = v0 +εv1 +ε2 v2 + ⋯ (8)

将式 (8) 代入方程 (7) ,并令方程两端ε同次幂的系

数相等 ,得

ε0 : 　Ûv0 = Hv0 + f ( A ,0) (9)

ε1 : 　Ûv1 = Hv - f ( A ,0) + f 1 (10)

ε2 : 　Ûv2 = Hv2 + f 2 (11)

其中 , f 1 和 f 2 分别是εf ( v0 +εv1 +ε2 v2 , t ) 的展开

式中含ε1 和ε2 的项。方程 (9) 是非齐次线性常微

分方程组 ,其通解[1 ]为

　v0 = e
Ht

( A + H - 1 f ( A ,0) ) - H - 1 f ( A ,0) (12)

其中 A 取做 v0 的已知初值。这样 , v1 和 v2 的初值

可取为 0 ,因此 ,方程 (10) 和 (11) 的解形式可分别表

示为

v1 = ( e
Ht

- I) ( H - 1 ( f 1 - f ( A ,0) ) ) (13)

v2 = ( e
Ht

- I) ( H - 1 f 2) (14)

矩阵指数函数 e
Ht
可通过精细积分方法精确求得。

将按照式 (12) ～ (14) 得到的结果代入式 (8) ,取ε=

1 ,便可得到方程 (2) 的数值解。

为提高计算精度 ,可令时间步长为τ,一系列等

步长τ的时刻为

t0 = 0 , t1 =τ, ⋯, t k = k·τ, ⋯

将方程 (12) ～ (14) 中的初始值 A 修改为 t k 时刻的

解 ,便可通过递推的积分公式得到 t k + 1时刻的值 ,

即

vk + 1
0 = T ( vk + H - 1 f ( vk , t k) ) - H - 1 f ( vk , t k)

(15)

vk + 1
1 = ( T - I) ( H - 1 ( f 1 - f ( vk , t k) ) ) (16)

vk + 1
2 = ( T - I) ( H - 1 f 2) (17)

其中 , T = e
Hτ
。为加快收敛速度 ,不妨将最终的求

解格式表示为

vk + 1 = vk + 1
0 +α1 vk + 1

1 +α2 vk + 1
2 (18)

其中 ,α1 和α2 为常数 ,可通过 páde 逼近理论确定。

当α1 = 1 ,α2 = 1/ 2 时 ,该方法和文献[7 ]方法在形式

上几乎相同 ,计算量也相同。

3 　数值结果及讨论

例 1 　考虑双质点系微分方程

1 0

0 2

ü1

ü2
+

　4 - 2

- 2 　6

u1

u2
=

3cos4 t

0

初始条件{ u i} = { Ûu i } = 0 , i = 1 , 2 ,在 t ∈[ 0 , 10 ]范

围内用同伦摄动法求解此系统方程 ,并与精细积分

法的计算结果进行比较 (表 1) 。可见 ,本文中提出

的渐近数值方法 (ANM) 的计算精度要高于传统的

精细积分方法 ( PIM) 。采用简单的同伦摄动方法求
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解微分方程组 ,为消除长期项 ,需要推导非常复杂的

可解性条件 ,计算精度也很难满足工程需要。采用

摄动理论中的直接展开方法虽然简单 ,但无法满足

精度要求 ;虽然使用 páde 逼近技术可使计算精度得

到改善 ,但计算量很大 ,公式推导复杂 ,所以本文中

没有列出该方法的计算结果。

表 1 　取不同时间步长时位移与速度的最大计算相对误差

Table 1 　The max relative error of displacement and velocity at different time steps (10 - 3)

数值方法 时间步长 u1 u2 Ûu1 Ûu2

01100 4911120 13 1 0971836 36 10 6321479 22 901059 25

PIM 01010 11194 92 71671 21 1561584 78 21452 00

01001 01013 33 01088 78 131988 22 01010 72

01100 2111725 98 9871052 06 1551391 02 581138 57

ANM 01010 01757 61 61012 71 441089 46 11865 51

01001 01008 50 01088 78 11004 47 01007 75

　　例 2 　考虑弹簧摆问题 ,图 1 所示弹簧摆是 2

自由度 ( x 和θ) 系统 ,其中 k 为弹簧刚度 , m 为摆锤

质量 , g 为重力加速度 , l 为弹簧自由长度。

图 1 　弹簧摆示意图

Fig. 1 　The sketch of spring pendulun

该系统的非线性自由振动方程为

Mq̈ + GÛq + kq = F ( Ûq , q , t)

其中 : q =
x

θ
, M =

1 0

0 1
, G =

0 0

0 0
,
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0
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·
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引入广义动量

p = MÛq +
1
2

Gq = MÛq = Ûq

可得与其等价的一阶微分方程组
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取 m = 110 , l = 110 , k = 191613 3 , 初始条件为

v
(0)
1 = 011 , v

(0)
2 = 110 471 975 , v

(0)
3 = 010 , v

(0)
4 =

010。

在此 ,主要将本文中提出的基于精细积分技术

的同伦摄动方法与经典的精细积分方法的计算结果
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进行对比。由于该非线性问题没有精确的解析表达

式 ,这里采用精度较高的 ABM ( adams2bashforth2
moulton)方法的计算结果做为对比依据 ,计算相对

精度取 110 ×10 - 12 。在计算中 ,取同伦摄动方法中

摄动级数的前 3 项 ,时间步长τ= 0105 s ,在精细积

分法中 ,非线性项只取 1 次 Taylor 级数展开。计算

结果见图 2。可见 ,采用本文方法求解时 ,弹簧摆的

伸长量、摆角、伸长速度和角速度的计算精度均明显

高于经典的精细积分方法。

图 2 　采用不同方法时弹簧摆的伸长量、摆角、伸长速度和角速度的计算结果及其误差与时间的关系

Fig. 2 　The evolvement curve of the numerical result and error of the extension x , the angle , the extension velocity

and the angular velocity of the the spring pendulum example vs. the time parameter
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4 　结束语

精细积分方法是求解线性齐次动力学方程的高

精度方法。笔者将该方法与同伦摄动技术相结合提

出的渐近数值方法同时具有二者的优点 ,既推广了

精细积分方法 ,使其可应用于非线性动力学方程的

求解 ,同时发展了同伦摄动技术 ,使其计算精度有了

很大提高。数值算例结果表明 ,在相同的计算时间

复杂度下 ,本文方法的计算精度高于传统的精细积

分方法 ,从而验证了该方法的优越性。
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2 　结束语

影响公司投资决策的因素不仅有公司之间的相

互作用 ,而且还有公司所面对的不确定性。在标准

的经济学教科书中 ,根据寡头竞争理论认为 ,如果已

经在市场上的企业采取一些措施并向潜在的竞争者

发出强有力的不利信号 ,那么那些准备进入市场的

企业将不得不搁置其投资计划 ,但从本文中的分析

可知 ,不确定性将在一定程度上抵消已经在市场上

的企业所采取的威胁性政策的有效性。因此 ,企业

在制定投资决策的时候应把不确定性放在一个重要

的位置上加以考虑。这需要用合适的方法处理不确

定性因素的影响 ,而期权博弈理论正是分析这类问

题的有力工具。
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