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摘 　要 　建立了交错轴斜齿轮齿面接触分析的数学模型 ,利用 MA TLAB 软件绘制了交错轴斜齿轮副两齿面接触

的空间图形 ,并对其进行了局部放大以展示瞬时接触椭圆 ;绘制了两齿面接触点处相对速度的速端曲线图。本研

究为进行齿轮副虚拟设计、虚拟装配、三维动画、运动仿真等提供了可借鉴的资料。
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Computer simulation for cro ssed helical involute gears contact

analysis by using MATLAB
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Abstract 　The engagement mathematic model of cross ed helical involute gears was built . The sp acial figure of gears

contact was drawn up by using MATLAB s oftware . The ins tantaneous contact ellips e is revealed by p artial enlarge2
ment . The extremity curve of the velocity vector at the contact point was als o drawn up . The basic platform of dummy

ass embling , three2dimensional animating and res embling the real motion were constructed. A new s eeable method of

gears contact analyzing was explored by using computer.
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　　以往的齿面接触分析[1 ] ,大都只是利用某种高

级语言的绘图功能 ,画出轮齿整个啮合过程中接触

区的投影图[2 ] 。由于整个画面是二维的 ,故对于齿

间点接触的情况难以表达瞬时接触椭圆的形状。

MA TLAB 软件计算功能较强 ,可在已知曲线、曲面

方程的情况下 ,方便的绘制出其三维图形[3 ] 。利用

此种软件进行齿面接触分析具备一些独特的优点 ,

但在文献中尚不多见。

交错轴斜齿轮[4 ]是交错轴间齿轮传动的重要

形式。这种齿轮齿间是点接触 , 本文中拟利用

MA TLAB 软件 ,借助计算机较强的三维视图表达功

能 ,说明其轮齿的啮合情况 ,进而探索出一种齿面接

触分析仿真模拟的新方法。

1 　交错轴斜齿轮齿面接触分析计算机模拟

的数学模型

111 　齿面方程与齿面单位法向量

交错轴斜齿轮副中 ,就其单个齿轮来说都是斜

齿轮 ,齿面是渐开螺旋面 ,特殊情况下退化为渐开线

柱面。就啮合的具体形式看来 ,交错轴斜齿轮副可

分为两同旋向斜齿轮相配、两不同旋向斜齿轮相配、

一直齿轮与一斜齿轮相配等情形。本文中约定齿轮

1 为右旋斜齿轮 ,齿轮 2 为左旋斜齿轮 ,齿面分别为

右旋和左旋渐开螺旋面。对其他情形的模拟与本文

方法类似。在与齿面固连的坐标系σi ( O i ; i i , j i ,

ki) , i = 1 , 2 中 ,利用圆向量函数和球向量函数[5 ] ,

分别写出齿面Σ1 和齿面Σ2 的方程式 (1) 和 (2) :

r1 ,1 = rb1 e1 (θ1) + p1θ1 k1 + u1 n1 (θ1 - 90°,90°- βb1)

(1)

r2 ,2 = rb2 e2 ( - θ2) + p2θ2 k2 -

u2 n2 ( - θ2 - 90°, - 90°+βb2) (2)

其中 : u i 和θi 为齿面参数 ,且θi 为角度 , u i > 0 ,θi >

0 ; rb i为齿轮基圆半径 ; p i 为齿轮 i 齿面的螺旋参

数 ;βb i为齿轮 i 基圆柱螺旋角 ,βb i与分度圆柱螺旋

角βi 的关系见文献 [6 ] ; ei 和 ni 为与齿面固连的坐

标系σi ( O i ; i i , j i , ki ) 中的单位圆向量和单位球向

量 , r1 ,1和 r2 ,2是齿面Σi 上任意一点在坐标系σi 中
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的向径 , i = 1 ,2。

根据式 (1) 、(2) 和文献 [ 7 ]得到齿面Σi 上任意

一点的单位法向量 :

n1 ,1 = - cosβb1 g1 (θ1) + sinβb1 k1 (3)

n2 ,2 = - cosβb2 g2 ( - θ2) - sinβb2 k2 (4)

其中 : gi 为与齿面固连的坐标系σi ( O i ; i i , j i , ki ) 中

的单位圆向量。

112 　确定两齿面瞬时接触点的方程

坐标系σi ( O i ; i i , j i , ki) 分别与齿面Σi 固连 , ki

分别与两轮轴线重合 ( i = 1 , 2) ,坐标系σ( O1 ; i , j ,

k) 和σ′( O2 ; i′, j′, k′) 为静系 ,各坐标系间的位置

关系见图 1 ,其中 O2 O1 = aj , a 为中心距。利用圆

向量函数、球向量函数得到齿面方程及其对应的单

位法向量在静坐标系σ( O1 ; i , j , k) 中的表达式

r1 = rb1 e (θ1 +φ1) - u1sinβb1 g (θ1 +φ1) +

( p1θ1 - u1cosβb1) k (5)

n1 = - cosβb1 g (θ1 +φ1) + sinβb1 k (6)

r2 = [ rb2cos(θ2 - φ2) + u2sinβb2sin(θ2 - φ2) ] n (0 ,Σ-

π) - [ rb2sin (θ2 - φ2) - u2sinβb2cos (θ2 - φ2) ] j +

( p2θ2 - u2cosβb2) m (0 ,Σ -π) (7)

n2 = - cosβb2sin (θ2 - φ2) n (0 ,Σ -π) -

cosβb2cos (θ2 - φ2) j - sinβb2 m (0 ,Σ -π) (8)

其中 :Σ为轴交角 , 0 < Σ≤90°,由于齿轮副中两齿

轮旋向相反 ,所以Σ= |β1 - β2| ;φi 为齿轮 i 相对其

轴线的转角 , i = 1 , 2。根据齿面接触条件 ,由式 (5)

～ (8) 得到齿面接触方程组 :

r2 - r1 - O2 O1 = 0

n1 - n2 = 0
(9)

解此非线性方程组可以得到两齿面的瞬时接触点。

图 1 　各坐标系间的相互位置关系

Fig. 1 　Ubiety of coordinate systems

113 　两齿面接触点处的相对速度

设齿轮 1 的角速度| ω1 | = 1 rad·s - 1 ,则两齿轮

的角速度矢量分别为ω1 = k 和ω2 = i21 k′,其中 i21

为传动比。利用式 (5) ,根据文献[5 ] ,可以算得静系

σ( O1 ; i , j , k) 中两齿面接触点处的相对速度为

v12 = (ω1 - ω2) ×r1 - ω2 ×O2 O1 =

ν( x)
12 i +ν

( y)
12 j +ν

( z)
12 k (10)

其中相对速度的各分量为

ν( x)
12 = (1 + i21cosΣ) rb1cosαt1 - i21 acosΣ+

u1 (1 + i21cosΣ) sinβb1sinαt1

ν( y)
12 = 1 +

i21cosβ2

cosβ1
( rb1sinαt1 -

u1sinβb1cosαt1)

ν( z)
12 = i21sinΣ( a - rb1cosαt1 - u1sinβb1sinαt1)

式中 :αt i为齿轮 i 的端面压力角。

114 　速度端曲线方程

静系σ( O1 ; i , j , k) 中 ,两齿面接触点处相对速

度矢量端点的轨迹 ,可以称作速度端曲线 ,简称速端

曲线。利用式 (10) 可以写出其方程式

r = ( A 1 + B 1 u1) i + ( A 2 + B 2 u1) j + ( A 3 + B 3 u1) k

(11)

其中 : u1 为参变量 ; A j 和 B j 为常量 , j = 1 ,2 ,3 ,

A 1 = rb1sinαt1 + (1 + i21cosΣ) rb1cosαt1 - i21 acosΣ

B 1 = (1 + i21cosΣ) sinβb1sinαt1 - sinβb1cosαt1

A 2 = rb1 1 + i21
cosβ2

cosβ1
sinαt1 - rb1cosαt1

B 2 = - sinβb1sinαt1 - 1 + i21
cosβ2

cosβ1
sinβb1cosαt1

A 3 = i21 asinΣ - i21 rb1sinΣcosαt1 - rb1tanβ1sinαt1

B 3 = tanβ1sinβb1cosαt1 - i21sinΣsinβb1sinαt1

式 (11) 是一个直线方程 ,说明两齿面接触点处的相

对速度端曲线为一直线。

2 　基于 MATLAB的齿面接触模拟实例

根据本文中建立的数学模型 , 利用 MA TLAB

语言编制程序[8 ] , 可以对齿面接触的情况进行模

拟 ,具体步骤如下 :

1) 求解非线性方程组式 (9) 得到两齿面的接触

点。式 (9) 是由 5 个方程组成的非线性方程组 ,含有

6 个未知量 u1 ,θ1 ,φ1 , u2 ,θ2 ,φ2 ,给定 u1 控制接触

点在齿面上的位置 ,可以解得其他 5 个未知量 ,从而

确定 两 齿 面 的 一 个 接 触 点。为 此 首 先 调 用
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MA TLAB函数 fsolve () 求解非线性方程组 (9) ,其中

u1 的上下限分别为

umax =
r2

a1 - r2
b1

sinβb1

umin =
a - rb1cosαt1 - rb2cosαt2 - r2

a2 - r2
b2 sinαt2

sinβb1sinαt1

式中 ra i为齿轮顶圆半径。

2) 利用 MA TLAB 函数 mesh ( ) 绘制两齿面Σ1

和Σ2 在所得接触点接触时的空间图形。对该图形

进行局部放大 ,展示两齿面的瞬时接触椭圆。

3) 根据式 (10) 计算接触点处的相对速度 ,然后

调用 MA TLAB 函数 plot3 () 绘制速端曲线图。

如 :已知 Σ = 30°,β1 = 45°,β2 = 15°,αn = 20°,

m n = 5 mm , Z1 = 17 , i12 = 2 ,齿宽 b = 40 mm。绘制

出的两齿面瞬时接触的空间图形见图 2。

图 2 　两齿轮的瞬时接触点
Fig. 2 　Instantaneous contact point of two gears

　

图 3 　两齿轮瞬时接触点的局部放大图
Fig. 3 　Local amplificatory figure of instantaneous

contact point of two gears
　

　

　

　

　

为了清楚地展示接触点附近两齿面接触的情

况 ,对图 2 进行局部放大 ,得到图 3 ,可以清楚的看

出接触点附近因为两齿面十分靠近 ,使得齿面网格

重叠 ,从而形成了椭圆形斑点。此椭圆形斑点模拟

了该接触点处的瞬时接触椭圆。图 4 为两齿面接触

点处的相对速度矢量及其速端曲线。

图 4 　交错轴斜齿轮接触点相对速度及其速端曲线
Fig. 4 　Relative velocity vector and its endline at

contact point of two gears
　

3 　结束语

运用 MA TLAB 软件进行点接触齿面的计算机

辅助分析 ,可以在三维空间中描绘齿面的接触情况 ,

直接模拟两齿面的瞬时接触椭圆 ,在反映齿面接触

特性方面较为直观。今后可以添加齿轮副虚拟装

配、三维动画等功能 ,并推广应用于其他齿轮副、蜗

轮蜗杆副以及各种啮合传动副 ,形成一种计算机辅

助齿面接触分析新的方法。
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