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摘　要　针对多体系统动力学方程不适用于碰撞过程动力学分析的情况 ,提出一种通过对正则形式的多体系统动

力学方程积分而得到的 ,适用于多体系统碰撞分析的动量平衡冲量方程。对于非定点碰撞的多体系统碰撞问题 ,

以 2单摆组成的多体系统为例 ,给出一种当多体系统在运动过程中碰撞点不确定且有多个可能碰撞点的情况下 ,

碰撞点位置的自动搜索方法。
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An automatic searching method

for collision point s of multibody systems
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Abstract　The impuls e2momentum equations were introduced by integrating the canonical equations of multibody sys2
tems which are not valid for the dynamics analysis in the imp acting process es . A method of automatic s earching colli2
sion positions was given in multibody imp act sys tems with non2fixed collision positions and many kinds of collision posi2
tions , s uch as the multibody systems consis ted of two single p endulums .
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　　通常 ,多体系统动力学方程只适用于连续运动

状态 ,而对非光滑的多体系统碰撞问题的研究通常

采用分段分析方法。为此 ,笔者提出一种通过对正

则形式的多体系统动力学方程的积分而得到的 ,适

用于多体系统碰撞分析的动量平衡冲量方程[1 ,2 ]。

目前 ,多体系统碰撞动力学研究多集中于碰撞点固

定不变的碰撞问题 ,而实际问题中的大量多体系统

碰撞现象 ,碰撞点随时间不同而居于不同位置 :因

此 ,准确确定系统运动过程中碰撞点位置 ,给出有效

数值算法 ,对多体系统动力学研究具有重要意义。

目前尚未见有关自动搜索多体系统碰撞点问题的研

究报道[5 ]。本文中以 2个单摆系统组成的碰撞多体

系统为例 ,给出该系统在运动过程中碰撞点位置的

搜索方法。

1　正则形式的多体系统碰撞动力学方程

111　正则形式的 Lagrange方程

对于具有定常、完整约束的多体系统 ,设其有 n

个广义坐标 ,广义坐标和速度的列向量为 q和 v ,并

设系统具有 m 个完整约束Φ( q) = 0。Lagrange函

数可表示为 L ( q , v , t) = T - V ,这里 T 和 V 分别

为系统的动能和势能。引入与约束速度有关的新的

Lagrange函数

L 3 ( q , v , t) = L - σTΦ
·

(1)

式中 :σ表示 m 个 Lagrange乘子矢量。设修正的动

量 p =
5 L 3

5 v

T

= ( L 3
v ) T ,由原理可得正则形式的

Lagrange方程
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v = M - 1 ( p + D Tσ)

p
·

= g - D
·Tσ

(2)

式中 : D为约束的 Jacobi 矩阵 , G = 5 T/ 5 q + Q ,其

中 Q 为系统的广义力。数值计算时 ,据 Baumgarte

提出的一种求正则方程数值解的方法[3 ] ,用 Baum2

garte稳定化方程Φ
·

+γΦ= 0代替约束方程 ,即

Dv +γΦ= 0 (3)

将式 (2)和 (3)写成矩阵形式

M D T

D 0

v

- σ
=

p

- γΦ

p
·

= G - D
·Tσ

(4)

方程 (4)为非碰撞过程的动力学方程。

112　碰撞阶段的动量平衡冲量方程

设碰撞发生时间为[ t
( - )

, t
( + )

] ,由于此时间间

隔足够小 ,所以 q ( - ) µ q ( + )
,对方程 (2)的第 2式积

分 ,得

Δp =∫
t

( +)

t
( - ) ( G - D

·Tσ) d t (5)

定义系统的冲量矢量 Π =∫
t

( +)

t
( - ) Gd t = ΨTπ,式中

Ψ定义为系统的复合法向矢量 ,即当系统中第 i , j

两物体碰撞时 ,Ψ = [ ⋯,0 ,Ψi ,Ψj ,0 , ⋯] ,Ψi ,Ψj分

别表示与物体 i , j 的碰撞点所对应的法向矢量 ;π

表示碰撞力冲量。将系统的冲量矢量代入式 (5) ,得

Δp =ΨTπ-∫
t

( +)

t
( - ) D
·Tσd t =ΨTπ (6)

以系统的复合法向矢量表示的恢复系数

e = -
Ψv ( + )

Ψv ( - ) (7)

将碰撞前后的速度矢量代入方程 (7) ,可得

ΨM - 1 (Δp + D TΔσ) =

( e + 1)ΨM - 1 ( p ( - ) + D Tσ( - ) ) (8)

式中 :Δp = p ( + ) - p ( - )
,Δσ=σ( + ) - σ( - )

,并且碰

撞前后速度必须满足约束的速度方程 Dv ( + ) = 0 和

Dv ( - ) = 0 ,故有

DM - 1 (Δp + D TΔσ) = 0 (9)

联立方程 (8)和 (9) ,得到具有约束的多体系统碰撞

阶段的动量平衡冲量方程

( D 3 M - 1 D 3 T) u = w (10)

式中 : D 3 =
D

Ψ
, u =
Δσ

π

w =
0

- ( e + 1)ΨM - 1 ( p ( - ) + D Tσ( - 1) )

其中σ( - 1)和 p ( - )可由非碰撞过程的动力学方程

(4)求出。

2　非定点碰撞的多体系统碰撞问题

多体系统碰撞问题的动力学分析 ,从对正则形

式动力学方程 (2)的积分开始 ,直到系统的流线与约

束面接触时刻 ,可采用正则形式的动力学方程。从

流线与约束面接触直到碰撞阶段结束 ,正则形式的

动力学方程不再适用。此阶段 ,可利用动量平衡冲

量方程 (10) ,由已知的恢复系统和碰撞前时刻的

v ( - ) ,σ( - )
, p ( - )

,可求得碰撞过程中的碰撞力冲量

π,再由式 ( 6 ) 求得碰撞后分离时刻的修正动量

p ( + )
,用这个新的动量 ,恢复对正则形式的动力学

方程 (2)的积分。

笔者以 2 单摆组成的多体系统为例 ,给出一种

当多体系统在运动过程中碰撞点不确定 ,且有多种

可能碰撞点的情况下 ,自动搜索碰撞点位置的方法。

如图 1所示 ,设 2 个质量分别为 m 1 和 m 2 ,长

分别为 l1和 l2的均值刚性杆 O1 A 和 O2 B 与固定

面用铰链联接。O1 与 O2 间距离为 d , O1 A 杆和

O2 B 杆与铅垂线夹角分别为φ和θ。由 O1 A 杆和

O2 B 杆组成的多体系统在运动过程中发生碰撞时 ,

碰撞点位置不是固定不变的。可能有以下情况 :

O1 A 杆的 A 端与 O2 B 杆上的某一点碰撞 (图 1

(a) ) , O2 B 杆的 B 端与 O1 A 杆上的某一点碰撞 (图

1 (b) ) ;即若

(a) O1 A 杆 A 端与 O2 B (b) O2 B 杆 B 端与 O1 A

杆某一点碰撞 杆某一点碰撞

图 1　2单摆多体系统碰撞位置示意图
Fig. 1　The collision position of 2 single pendulums

multibody systems
　

1) lA′= d2 + l2
1 - 2 dl1sinφ≤l2 ;

2) yA 与 yA′有相同的正负号 ;

3)υA n >υA′n ,υA n和υA′n分别表示杆 O1 A 和

O2 B 上碰撞点 A′的法向速度 ;
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4)当 t 时刻 x A < x A′,而 t +Δt 时刻 x A > x A′且

满足| xA - xA′| < 10 - 6。

则杆 O1 A 的 A 端与杆 O2 B 上距 O2 为 lA的点碰

撞。否则 ,若

1) lB′= d2 + l2
2 - 2 dl2sinθ≤l1 ;

2) yB′与 yB 有相同的正负号 ;

3)υB′n >υB n ,υB′n和υB n分别表示杆 O1 A 上碰

撞点 B′和杆 O2 B 的法向速度 ;

4) t 时刻 xB′< xB ,而 t +Δt 时刻 xB′> xB且满

足| xB′- xB | < 10 - 6。

则 O2 B 杆的 B 端与 O1 A 杆上距 O1 为 lB′的点碰

撞。若以上 2 种情况都不成立 ,则 O1 A 杆与 O2 B

杆不发生碰撞。

利用上面的判式 ,通过数值计算可自动寻找运

动过程中系统碰撞点的位置。

下面的算例给出了 2个单摆组成的多体系统在

碰撞过程中碰撞点位置自动搜索的数值结果。系统

如图 1所示 ,杆长分别为 l1 = 1 m , l2 = 111 m ;质量

m 1 = m 2 = 3 kg ; O1 与 O2 间距 d = 015 m ;系统初

始位置φ= -π/ 2 ,θ= 0 ,由静止开始运动。自动搜

索得到的系统碰撞点位置见表 1。

表 1　系统碰撞点位置的自动搜索结果

Fig. 1　The automatic searching result of collision points

φ/ rad θ/ rad lA′/ l2 lB′/ l1

　01523 599 0 01866 025

- 01154 702 - 01620 480 01905 777

01760 495 01255 545 01748 812

- 01127 795 - 01595 501 01918 142

01438 562 - 01083 049 01908 494

01560 328 01037 127 01847 665

- 01130 239 - 01597 784 01917 009

01729 870 - 01220 151 01763 693

- 01102 776 - 01571 947 01929 840

　　注 : lA′为与 O1 A 杆 A 端碰撞的 O 2 B 杆上碰撞点 A′相对于 O2

的距离 , lB′为与O2 B 杆B 端碰撞的O1 A 杆上碰撞点B′相对于O1的

距离。

3　结束语

本文中提出的动量平衡冲量方程 ,适用于求解

具有非光滑碰撞的多体系统动力学问题。同时 ,给

出一种当多体系统在运动过程中碰撞点不确定 ,且

有多个可能碰撞点的情况下 ,碰撞点位置的自动搜

索方法。
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