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摘 　要 　利用时间2映射结合 Leray2Shauder 度的方法对一维 p2laplace 方程混合边值问题进行了研究。通过建立

Leray2Shauder 度引理 ,提出了一维 p2laplace 方程混合边值问题正解的存在性定理 ,并且证明了该定理的正确性。
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The existence of solutions of the one2dimensional p2laplace

equation with mixed boundary value problem

Tan J unyan
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Abstract 　The Dirichlet problem of the one2dimensional p2laplace was s tudied extensively. Many s cholars have proved

the exis tence of the s olution , the weak s olution and the positive s olution of the Dirichlet problem. But there is a little re2
s earch about the one2dimensional p2laplace with the mixed boundary value problem. Using the method of time2mapping

and Leray2Shauder degree to s tudy the exis tence of s olutions of the one2dimensional p2Laplace with the mixed boundary

value condition was s tudied. From the lemma of Leray2Shauder degree the exis tence theory of the positive s olution was

put foward. The res ult indicated that the theory is correct .
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　　近年来 ,一维 p2laplace 方程的 Dirichlet 问题得

到了广泛的研究 , 并且已经取得丰富的研究成

果[1～4 ]。Castro 和 Shivaji [1 ]利用相平面分析考虑了

当 p = 2 时 ,一维 p2laplace 方程 Dirichlet 问题解的

存在性。R. Manasevich 和 F. Zanolin[4 ]利用时间2
映射与 Leray2Shauder 度和极大值相结合的方法得

到了当 p > 1 时 ,一维 p2laplace 方程 Dirichlet 问题

解的存在性及多重性。但是对于一维 p2laplace 方

程混合边值问题的研究还很少。本文中对 p > 1

时 ,一维 p2laplace 方程混合边值问题正解的存在性

进行了研究。

1 　时间 映射

考虑一维 p2laplace 方程的混合边值问题
( | u′| p - 2 u′)′+ f ( t , u) = 0

u′(0) = u (1) = 0
(1)

其中 t ∈( 0 , 1) , f ( t , u) 是非负函数 ,并且满足条

件 , f ∶[ 0 , 1 ] ×R+ →R 是 L 1 2caratheodory 函数 ,

f ( t ,0) ≡0。本文中主要讨论该问题正解的存

在性。

注意到

u′( x ) =φp′(φp ( u′( x ) ) ) ,φp ( s) = | s| p - 2 s

其中 p′=
p

p - 1
。由于 x →φp ( u ( x ) ) 是递减的 (因

为 (φp ( u′) )′( x ) = - f ( t , u) ≤0 , x ∈( 0 , 1) ) ,且

φp′是递增的 ,因此 u′是递减的。这表明 u 是凹的 ,

并且由于 u′(0) = u (1) = 0 ,所以 u 在区间 (0 ,1) 内

是正的。

考虑方程

(φp ( u′) )′+ f ( u) = 0 , p > 1

令 F( S ) =∫
s

0
f ( u) d u 且定义 c # 为
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c # = { f ∈c0 ( R+ , R+ ) | lim
s →+ ∞

F( s) = + ∞}

对任意的 f ∈c # ,定义下面的时间2映射函数

T f ( x ) = CP∫
x

0

1
( F ( s) - F( u) ) 1/ p d u

其中 Cp =
p - 1

p

1/ p

。

2 　引 　理

引理 1 　令 g
⌒

= max{ kφp ( s) + L , g ( s) } , s ∈

(0 , + ∞) ,其中 L 是常数 ,且对所有的 s ∈[0 , R ] ,

满足 kφp ( s) + L > g ( s) 。令 g 3 =λg
⌒

+ (1 - λ) g ,

λ∈[0 ,1 ] ,如果 R 是一个满足 Tg
3 ( R) ≠0 的正数 ,

那么 deg ( I - Gg , B (0 , R) ,0) = 0。

证明 :根据时间2映射定义可知

Tkφ
p
( s) =

πp

k1/ p ,πp =∫
( p - 1)

1/ p

0

1

1 -
s p

( p - 1) 1/ p

1/ p ds

令 k 是一个正的常数且能够满足

Tkφ
p
( s) < 1 (2)

其中 s ∈( 0 , + ∞) 。对所有λ∈[ 0 , 1 ]及 s ∈( 0 ,

+ ∞) ,由引理 1 中的条件可得 g 3 (λ, s) ≥g ( s) ,因

此 Tg
3

(λ,·) ( s) ≤T g ( s) 。考虑方程

(φp ( u′) )′+μg 3 (λ, u) = 0

u′(0) = u (1) = 0
　μ∈[0 ,1 ] (3)

式 (3) 与算子方程 u = Gμg
3 (λ, u) 是等价的。其中

Gμg
3 ∶[0 ,1 ] ×X →X

X = { x ∈c0 ( [0 ,1 ] , R) , x′(0) = x (1) = 0}

是全连续的。那么 deg ( I - Gμg
3 (λ,·) , B (0 , R ) ,

0)一定是有意义的。否则 ,存在 (λ3 ,μ3 ) ∈[0 ,1 ] ×

5 B (0 , R) 满足式 (3) ,那么| u 3 | ∞= R , u 3 > 0。

由于μg 3 ≤g 3 ,所以 Tμg
3 ( R) ≥Tg

3 ( R) 。这

样 0 = Tμg
3 ( R ) ≥Tg

3 ( R ) ,与 Tg
3 ( R ) > 0 矛盾。

当μ= 1 时μg 3 = g 3 ,所以 deg ( I - Gμg
3 (λ,·) , B

(0 , R) ,0) 是有意义的。由 Leray2Shauder 度的同伦

不变性 ,式 (4) 成立

deg ( I - Gg (λ,·) , B (0 , R) ,0) =

deg ( I - Gg
3 (1 ,·) , B (0 , R) ,0) (4)

这表明 deg ( I - Gg , B (0 , R ) , 0) 存在。如果能够证

明式 (4) 的右端等于 0 ,那么就得到了引理的结论。

假设右端不等于 0 , 则存在函数 u , 满足 0 <

u ( t) < R 。令 g
⌒= kφp ( u ( t) ) + L ,则 u 满足

(φp ( u′) )′+ g
⌒( u) = 0

u′(0) = u (1) = 0

max u ( t) < R

　u > 0 (5)

T g⌒( umin) = 1 ,但是 T = T g⌒( umin) < Tkφ
p
( umin) < 1 ,

这与式 (2) 是矛盾的。引理证毕。

3 　定理及证明

定理 1 　假设 :

1) lim
s →0

+
inf

f ( t , s)
φp ( s)

≥- α( t ) 对所有 t ∈[0 , 1 ]一

致成立 ,其中α∈L 1 ( (0 ,1) , R+ ) 。

2) lim
s →0

+
sup

f ( t , s)
φp ( s) ≤k0 ( t ) 对所有 t ∈[ 0 , 1 ]一

致成立 ,其中 k0 ∈L ∞( (0 , 1) , R+ ) ,且λ1 ( p , k0) >

1。定义λ1 ( p , k0) 为使方程 (φp ( u′) )′+λk ( t )φp

( u) = 0 , u′(0) = u (1) = 0 有非零解的特征值。

3) 存在函数 g ∈c # 和 d0 > 0 ,对几乎所有的

t ∈[0 ,1 ]和 s ≥d0 有 0 ≤f ( t , s) ≤g ( s) ,其中 s 满

足lim
s →∞

inf ( Tg ( s) > 0。则方程 (1) 至少存在 1 个解

u
⌒(·) 满足 u

⌒( t) > 0 , t ∈[0 ,1 ]。

证明 :假设在空间 c0 中有 2 个开球 B (0 , r) 与

B (0 , R) ,0 < r < R ,使得式 (1) 在5 B (0 , r) ∪5 B (0 ,

R) 没有解 ,而且

degL S ( I - Gf , B (0 , r) ,0) = 1 　r > 0 (6)

r 足够小 ,和

degL S ( I - Gf , B (0 , R) ,0) = 0 　R > 0 (7)

R 足够大。式 (6) 和 (7) 表明算子 Gf 至少有 1 个不

动点 u ∈B (0 , R) \ B (0 , r) 。因此 u 是式 (1) 的非

平凡解。要证明定理 1 ,只要证明式 (6) 与 (7) 成立

即可。

考虑依赖参数的方程

(φp ( u′) )′+λf ( t , u) = 0

u′(0) = u (1) = 0
　λ∈[0 ,1 ] (8)

对任意ε> 0 ,存在δε> 0 ,使得

f ( t , s) ≤( k0 ( t) +ε)φp ( s) (9)

对几乎所有 t ∈(0 ,1) 和 0 ≤s ≤δε成立 ,且

λ1 ( p , k0) > 1 　( k0 ∈L ∞) (10)

因此一定存在 r0 > 0 ,使得 degL S ( I - Gf , B (0 , r) ,

0) ) 对 0 ≤r ≤r0 和λ∈[0 ,1 ]是有意义的。

反证。假设存在λn ∈[0 ,1 ]和 (8)λn的解 un (·) ,

使得当 rn →0 时| un| ∞= rn ,取式 (9) 中的ε=εn 使

得εn →0。对每一个 n ∈N ,δn =δε
n

,由于 rn →0 ,可
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假设 rn <δn 。因为对所有 t ∈[0 , 1 ] , un ( t ) ≥0 ,因

此 max u n (·) = rn <δn 。因为 u n (·) ≥0 且满足

下式

(φp ( u′n) )′+λnf ( t , un) = 0

通过式 (9) 可得 - (φp ( u′n ) )′≤λn ( k0 ( t ) +εn ) φp

( un) 。两边同乘 u n ( t) 且在[0 ,1 ]积分 ,可得

∫
1

0
(φp ( u′n) ) u′n ≤λn∫

1

0
( k0 ( t) +εn)φp ( un) ·un

令 v n =
un ( t)

| u n| ∞
,则

∫
1

0
| v′n ( t) | p ≤λn∫

1

0
( k0 ( t) +εn) | v n ( t) | p

(11)

由于| v n| ∞= 1 ,由式 (11) 可知 ,存在 c > 0 ,使得

∫
1

0
| v′n ( t) | pd t ≤c , n ∈N

由 Ascoli2Arzela 定理 , { v n}存在收敛子列 ,仍把

它记作{ v n} 。假设在区间[0 ,1 ]中 v n →v 3 ,对任意

t ∈[0 ,1 ]都有 v 3 ( t) ≥0。并且 v 3′(0) = v 3 (1) =

0 , max v 3 = 1 且λn →λ
3 ∈[0 ,1 ]。

因为

λ1 ( p , k0)∫
1

0
k0 ( t) | v n ( t) | pd t =λn∫

1

0
| v′n ( t) | pd t

由式 (11) 可得

λ1 ( p , k0)∫
1

0
k0 ( t) | v n ( t) | pd t ≤

λn∫
1

0
k0 ( t) | v n ( t) | p +εn∫

1

0
| v n ( t) | pd t

两边取极限可得

λ1 ( p , k0)∫
1

0
k0 ( t) | v 3

n ( t) | pd t ≤

λn∫
1

0
k0 ( t) | v 3

n ( t) | pd t

即

(λ1 ( p , k0) - λ3 )∫
1

0
k0 ( t) | v 3

n ( t) | pd t ≤0

(12)

由于对几乎所有 t ∈(0 , 1) , k0 ( t ) ≥0 且| v 3 | ∞=

1 ,由式 (12) 可知λ1 ( p , k0 ) ≤λ3 ≤1 ,这与λ1 ( p ,

k0) ≥1 矛盾。因此对足够小的 r > 0 与λ∈[0 , 1 ] ,

deg ( I - Gλf , B (0 , r) , 0) 是有意义的。由拓扑度的

同伦不变性。deg ( I - Gf , B ( 0 , r) , 0) = deg ( I , B

(0 , r) ,0) = 1。式 (6) 证毕。

考虑边值问题

(φp ( u′) )′+ f ( t , u ,λ) = 0

u′(0) = u (1) = 0 ,
　λ∈[0 ,1 ] (13)

其中

f ( t , s ,λ) = (1 - λ) g
⌒( s) +λf ( t , s)

且 g
⌒∶R→R+满足 g

⌒( s) = g ( s) ( s ≥d0) 是 1 个全连

续映射。式 (13) 与算子方程 u = G f
～ (λ, u) ,0 ≤λ≤

1 等价 ,其中 G f
～∶[0 ,1 ] ×c0 →c0 为全连续算子。由

引理 1 知

deg ( I - G f
～ (0 ,·) , B (0 , R) ,0) =

deg ( I - Gg⌒(0 ,·) , B (0 , R) ,0) = 0 (14)

其中 R 足够大。由式 (5) 可得 :存在ε1 > 0 ,及数列

{ R n} , R n →∞满足

T g⌒( R n) ≥ε1 (15)

当 n 足够大时 umax ≠R n ,否则 ,存在ε∈(0 ,ε1) ,使

得 T f
～ ( R n) = 0 ,0 = T f

～ ( R n) ≥T g⌒( R n) 这与式 (15)

矛盾。因此 ,当 n 足够大时 , u ≠G f
～ (λ, u ) , 其中

λ∈[0 ,1 ]及 u ∈5 B (0 , R n) 。故 degL S ( I - G f
～ (λ,

·) , B (0 , R n) ,0) 对于λ∈[ 0 , 1 ]是有意义的。由拓

扑度的紧同伦不变性与式 (14) , degL S ( I - G f
～ (1 ,

·) , B (0 , R n) ,0) = 0 及 f
～

(1 ,·) = f ,式 (7) 得证。

定理证毕。

当函数 f 是奇异的时候 ,一维 p2laplace 方程混

合边值问题有待于进一步研究。
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