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摘 　要 　两平行刚性圆盘间流体的挤压流动模型是一个基本的力学模型。流体与壁面存在滑移会对挤压黏性力

产生影响。以 Reynolds润滑理论为基础 ,研究了存在滑移时两刚性圆盘间宾汉流体的挤压流动。研究结果表明 ,

随着滑移参数的增加 ,挤压黏性力减小 ,流体刚性层厚度增加 ;当滑移参数趋于无穷大时 ,所有流体都处于刚性运

动状态 ,此时的挤压黏性力与两刚性圆盘挤压理想刚塑性介质时的情况相同。
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Squeeze flow of bingham fluid between two parallel disks with wall slip
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Abstract 　Squeeze flow between two disks is a classical mechanics model. Wall slip will affect the magnitude of

s queeze vis cous force . Bas ed on the Reynolds’lubrication theory , s queeze flow between two p arallel plates of a Bing2
ham fluid with p artial wall slip was considered. The res ults showed that the squeeze vis cous force decreas es with the

slip p arameter increas es , the rigid region of the fluid increas es with the slip p arameter increas es . When the slip p aram2
eter tends to infinit , the res ults of s queeze vis cous force will be reduced to the cas e of the squeeze flow of rigid2plas tic

s olid between two p arallel disks .
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　　两圆盘间流体的挤压流动是一个经典问题 ,涉

及到不少工程应用。对两圆盘间流体的挤压分析是

进行更复杂的圆球和平壁、圆球和圆球间流体挤压

分析的基础 ,而后二者是用离散元法 (DEM) 模拟湿

散体力学行为颗粒法向作用的理论基础。

挤压研究始于 1874 年 Stephan[1 ]对两平行刚性

圆盘间牛顿流体的挤压研究 ,其后有一些关于无滑

移情况下平行圆盘间牛顿或非牛顿流体挤压流动的

文献发表[2 ,3 ] 。涉及壁面滑移的文章较少 , 其中 ,

Laun 等[4 ]研究了两圆盘间牛顿及幂律流体的挤压

流动 ,黄文彬等[5 ,6 ]研究了存在滑移时刚性圆球间

牛顿及幂率流体的挤压流动 , Sherwood[7 ]研究了圆

盘挤压幂率流体及刚塑性介质时的挤压力 ,作者在

文献[8 ]中讨论了滑移对两圆盘间二阶流体挤压流

动的影响。

对于壁面滑移机制的研究和解释 ,已有详细的

说明[9～12 ] ,这里不再介绍。本文中主要研究滑移对

挤压流动的影响。

1 　基本方程和边界条件

图 1 为圆盘间挤压流动的示意图。设两平行刚

性圆盘半径为 R ,间隙为 2 H , R/ H µ 1 ,上下盘均以

垂直于圆盘的速度 vd 靠近 ,圆盘间介质为宾汉流体。

假定问题是定常的 ,略去对流项等高阶量 ,并假

定压力 p 与纵坐标 z 无关 ,即 p = p ( r) 。流体的动

量方程简化为
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图 1 　平行圆盘间宾汉流体的挤压流动

Fig. 1 　Squeeze flow of bingham fluid between two

parallel disks

d p
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=
5τrz

5 z
(1)

其中 : p ———压力 ;

τrz ———剪应力分量。

假定流体不可压缩 ,则连续方程为

1
r

5
5 r

( rv r) +
d v z

d z
= 0 (2)

式中 : v r 和 v z 分别为流体径向、法向速度分量。

宾汉流体的本构方程为

γ
·

=
5 v r

5 z
= 0 |τrz | ≤τ0

γ
·

=
5 v r

5 z
=

1
μp

sign (τrz ) ( |τrz | - τ0) |τrz | >τ0

(3)

其中 :τ0 ———屈服应力 ;

μp ———塑性黏度系数 ;

γ
·
———剪切应变率。

根据文献[4 ]中圆盘间牛顿流体挤压流动的滑

移规律 ,本文中采用 v r =β( |τrz | - τ0) 为滑移边界

条件 ,即

v r =β(τrz - τ0) , v z = v d z = - H

v r = - β(τrz +τ0) , v z = - v d z = H
(4)

式中 :β为比例常数 ,称为滑移系数。

边界条件式 (4) 是在假设|τrz | >τ0 的情况下给

出的 ,若|τrz | ≤τ0 ,则边界条件为 v r = 0 ,此时 z =

±H。

2 　压力分布和挤压黏性力

根据模型的对称性可知 ,在 z = 0 处 ,τrz = 0 ;积

分动量方程式 (1) ,得

τrz =
d p
d r

z (5)

将式 (5) 代入本构方程式 (3) ,积分并由边界条件式

(4) 得

v r =μ- 1
p -

d p
d r

×

-
1
2

z2 + t ( z - H) +
1
2

H2 +βμp ( H - t) t ≤z ≤H

v0 ( r) - t ≤z ≤t

-
1
2

z2 - t ( z + H) +
1
2

H2 +βμp ( H - t) - H ≤z ≤- t

(6)

其中 :2 t 为γ
·

= 0 刚性层的厚度 , t 为半刚性层厚度

满足关系

t =τ0 -
d p
d r

- 1

　t ≤H (7)

v0 ( r) 是待定函数 ,由速度的连续性得

v0 ( r) =
( H - t) 2

2
+βμp ( H - t) (8)

将 v r 的表达式代入连续方程式 (2) ,并结合边界条

件 (4) ,得

t3 - 3 (1 + d r + 2α) t + 2 (1 + 3α) = 0 (9)

其中 : t =
t
H

, r =
r
R

, d =
μpv d R

τ0 H2 ,α=
βμp

H
,均为量纲

1 参数 ,α称为量纲 1 滑移参数。式 (8) 为卡尔丹方

程 ,因 0 ≤t ≤1 ,满足条件的显式解为

t = 2ξ1/ 3cos (θ+ 4π/ 3) (10)

特别地 ,当 r = 0 时 , t = 1 ,其中

ξ= (1 + d r + 2α) 3/ 2

θ=
1
3

arccos -
1 + 3α
ξ

假设接触边界处的压力为 0 ,进而根据式 (6) 可

求得圆盘上的压力分布

p ( r) = p0 p ( r) = p0 ∫
1

0

1
t ( r)

d r - ∫
r

0

1
t ( r)

d r

(11)

其中 : p0 =τ0 R/ H。

当τ0 = 时 , 宾汉流体退化为牛顿流体 , 此时 ,

t = 0 ,即刚性层厚度为 0 ,全部流体处于流动状态 ,

求解压力分布时 ,不能直接由式 (10) 计算 ,因为方程

(9) 已不再成立。将 t = 0 代入式 (6) ,得到圆盘间为

牛顿流体时挤压流动的速度场

　v r =μ- 1
p -

d p
d r

-
1
2

z 2 +
1
2

H2 +βμp H (12)

结合式 (12) 和连续方程式 (2) 可得圆盘挤压牛顿流

体时的压力分布

p ( r) =
3 v dμp R2

4 H3
1

1 + 3α
(1 - r2) (13)

式 (13) 与文献[4 ]中的压力分布解一致。
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当α→∞时 , t →1 ,全部流体处于刚性状态 ,作

类似固体的运动 ,此时 ,式 (11) 为两平行圆盘挤压理

想刚塑性介质时的结果 , p ( r) = 1 - r[7 ] 。

将式 (11) 在流体圆盘接触面上积分 ,可得圆盘

上的挤压黏性力

F = 2π∫
R

0
p ( r) rd r = F0 f ( r) (14)

其中 : F0 =πτ0 R3/ H ,量纲 1 的挤压黏性力用 f 表

示为

f ( r) =∫
1

0

r2

t ( r)
d r (15)

积分式 (13) 得圆盘挤压牛顿流体时的黏性力

F =
3πR4μpv d

8 H3
1

1 + 3α
(16)

挤压黏性力解式 (16) 与文献[4 ]中的结果一致。

当α→∞时 , t →1 ,此时式 (16) 为两平行圆盘挤

压理想刚塑性介质时的结果 , f →1/ 3 ,与文献[7 ]结

果相同。

3 　数值分析

根据前面对量纲 1 参数 d 的定义可知 , d 为与

流体物性、圆盘半径、圆盘间隙以及运动速度有关的

综合参数。当流体物性、圆盘半径和圆盘间隙给定

时 , d 的变化反映两圆盘相对运动速度的变化 ,而当

圆盘半径、圆盘间隙及相对运动速度给定时 , d 的变

化反映流体物性的变化 , ⋯⋯。

由式 (9) 和 (14) 可以看出 ,刚性层厚度 2 t 及挤

压力仅与 d 和量纲 1 滑移参数α有关 ,因此需要考

虑的参数大大减少。

无滑移时 ,量纲 1 半刚性层厚度 t 随 r 的变化

曲线见图 2。可见 ,当 d 一定时 , t 随着 r 的增大而

减小 ,而当 r一定时 , t随着 d 的增大而减小。

d = 510 时 t 随 r 的变化曲线见图 3。由图 3

可见 ,α增大 , t 增大 ,这是由于滑移导致压力减小

的缘故。当剪应力小于屈服应力时 ,流体处于刚性

状态 ,做类似固体的运动 ;当α→∞时 , t →1 ,这时 ,

全部流体处于刚性状态 ,相当于两圆盘挤压理想刚

塑性介质时的情况。

量纲 1 挤压黏性力 f 随α的变化曲线见图 4。

α= 0 为无滑移 , f 取得最大值 ;α越大 ,表示滑移越

大 ,随着α的增大 , f 减小 ,即滑移使得挤压黏性力

减小。从理论上讲 ,α的取值范围为 0 ≤α< ∞,当

α→∞时 , t →1 ,此时圆盘间的流体都处于刚性状

态 ,做类似固体的运动 ,挤压黏性力结果与两平行圆

盘挤压理想刚塑性介质时的结果相同 ,即 f →1/ 3。

图 2 　无滑移时量纲 1 半刚性层厚度 t 的分布

Fig. 2 　Distribution of the dimensionless half depth of the

rigid region t with no slip
　

图 3 　d = 510 时量纲 1 半刚性层厚度 t 的分布

Fig. 3 　Distribution of the dimensionless half depth of the

rigid region t when d = 510
　

图 4 　量纲 1 滑移参数α对量纲 1 黏性力 f 的影响

Fig. 4 　Effect of αon dimensionless viscous force f

4 　结 　论

1) 对存在滑移时两平行刚性圆盘间宾汉流体的
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挤压流动进行了研究 ,得到了流体刚性区和挤压黏

性力的公式。

2) 随着滑移参数的增大 ,挤压黏性力减小 ,流体

的刚性层厚度增加 ;当滑移参数趋于无穷大时 ,所有

的流体都处于刚性运动状态 ,此时挤压黏性力与两

刚性圆盘挤压理想刚塑性介质时的情况相同。

滑移参数与流体及圆盘本身的性质有关 ,有关

这方面的研究需进一步试验的验证。
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