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摘 　要 　Richardson 正交多项式法识别动力学参数已得到广泛应用 ,但其识别结果不是最小方差估计 ,且算法运算

量大。研究提出了通过引入误差权函数来降低估计方差 ,对分子和分母采用相同的正交多项式基函数来降低算法

复杂性和运算量的一种新算法。无噪声算例的估计结果验证了该算法的可行性 ;有噪声算例的识别结果表明 ,引

入误差权函数可显著提高识别精度 ;权函数可通过迭代确定 ,采用原点导纳的虚部可降低迭代次数 ,甚至无须

迭代。
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Abstract 　The modal p arameters’identification by global orthogonal polynomial method propos ed by Richards on , has

been accepted widely. Nevertheless , it isn’t the leas t variance es timation , the algorithm is very complicated , and the

computation work is rather heavy. The improved method can reduce the es timation variance by including an extra error

weighting function (EEWF) , and the computation amount will be reduced with the bas e functions of denominator and nu2
merator being chos en as identical s eries of orthogonal polynomials . The estimation res ults of the example without nois e

showed the validity of the new algorithm. For the example with nois e , it is shown that the introducing of EEWF can im2
prove the es timation precision efficiently , which can be obtained by iteration , and if the imaginary p art abs olute of the

driving point compliance is adopted as the initial value of EEWF , the iteration times can be decreas ed down.

Key words 　vibration ; identification of modal p arameters ; polynomial ; rational polynomial ; curve fitting ; p arameter
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　　正交多项式法识别动力学参数具有很多独特的

优点 ,自从被提出以来[1～3 ] ,已广为模态分析研究

人员所接受[4～15 ]。虽然很多文献使用该算法的估

计结果是无偏的 ,但并不是最小方差的 ,当信噪比较

低时 ,其识别精度显著下降。另外有些文献中的算

法比较复杂 ,运算量很大。本文中将研究如何在保

证正交多项式法的优越性的同时 ,进一步减小估计

的方差 ,降低算法的复杂性和运算量。

n 自由度线性振动系统的单输入单输出 ( Single

Input & Single Output , SISO) 传递函数 H ( s) 可表

示为

H ( s) = A ( s) / B ( s) (1)

其中分子 A ( s) 和分母 B ( s) 均为实系数多项式 ,可

表示为

A ( s) = a0 + a1 s + a2 s2 + ⋯+ aMs
M

= ∑
M

i = 0
ais

i

B ( s) = b0 + b1 s + b2 s2 + ⋯+ bNsN = ∑
N

i = 0
bis

i

(2)

其中 : ai 和 bi 为多项式的幂项系数 ,分别构成 2 个
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实的幂项系数向量 A = { a0 , a1 , ⋯, aM } T , B = { b0 ,

b1 , ⋯, bN } T ; M 和 N 分别为分子多项式和分母多

项式的次数。就完备的模态有 M = 2 n - 2 和 N =

2 n ,但对于频域分段拟合 , M , N 不再有上述限制。

通常规定 bN = 1。

1 　SISO 频响函数的拟合

直接利用式 (1) 和 (2) 之间的关系建立的识别方

法就是 Levy 法 ,其数值性态很差。Miramand 等[16 ]

曾报告对 20～500 Hz内有 5 阶模态的机床结构 ,

Levy 法的线性方程组系数矩阵的条件数高达 1070 。

为了改善数值性态 ,可将式 (2) 写成更一般的形式

A ( s) = c0 + c1 p1 ( s) + c2 p2 ( s) + ⋯+

　　cM pM ( s) = ∑
M

i = 0
ci pi ( s)

B ( s) = d0 + d1 q1 ( s) + d2 q2 ( s) + ⋯+

　　dN qN ( s) = ∑
N

i = 0
d iqi ( s)

(3)

其中 : p0 ( s) , p1 ( s) , ⋯, pM ( s) 和 q0 ( s) , q1 ( s) , ⋯,

qN ( s) 分别为 2 组基函数系 ,前者是 M + 1 个次数

不高于 M 次的多项式 ,后者是 N + 1 个不高于 N

次的多项式 ; ck 和 dk 为广义多项式系数。

显然对 A ( s) 和 B ( s) 同乘一个常数 ,并不改变

H ( s) ,为了使计算结果具有惟一性 ,而不失一般性 ,

可取 dN = 1。记广义多项式系数向量 C 和 D 为

C = { c0 , c1 , ⋯, cM } T = { ci} ( M + 1) ×1

D = { d0 , d1 , ⋯, dN - 1} T = { d i} N ×1

拟合的 SISO 频响数据 L 个实测值被记为 hi =

Re hi + j Im hi ( i = 1～L ) ,其中 Re hi 和 Im hi 分别为

该值的实部和虚部。为了回避非线性方程组 ,定义

误差函数

Ei = W ( s i) B ( s i) [ hi - A ( s i) / B ( s i) ] =

W ( s i) [ hiB ( s i) - A ( s i) ] (4)

式 (4) 中的 W ( s) 为权函数 ,引入它的目的是降低估

计方差。很多文献简单地将其取为 1 ,当干扰模型

为白噪声时 ,可以证明结果不是最小方差估计 ,这如

同 Levy 法 ,若传递函数分母变化剧烈 ,则其识别精

度下降[12 ] 。最小方差所要求的权函数是1/ B ( s) ,

这样选择将面临求解非线性方程组的问题。如何确

定权函数将在后面的仿真算例中进一步讨论。

所有 L 个拟合点误差平方总和 J 是正交多项

式系数向量 C 和 D 的函数 ,表示为

J ( C , D) = ∑
L

i = 1
Ei E 3

i = ET E 3 (5)

式中 E = { E1 , E2 , ⋯, EL } T。于是误差向量可表示

为

E = [ W ] ( [ P] C - [ Q ] D - R) (6)

式中[ W ] = [ W ] L ×L = diag [ W ( s1 ) , W ( s2 ) , ⋯,

W ( sL ) ] ,是由 W ( s i) 为对角元素构成的方阵

[ P] =

p0 ( s1) p1 ( s1) ⋯ pM ( s1)

p0 ( s2) p1 ( s2) ⋯ pM ( s2)

… … …

p0 ( sL ) p1 ( sL ) ⋯ pM ( sL )

=

[ pk ( s i) ] L ×( M + 1)

[ Q ] =

h1 q0 ( s1) h1 q1 ( s1) ⋯ h1 qN - 1 ( s1)

h2 q0 ( s2) h2 q1 ( s2) ⋯ h2 qN - 1 ( s2)

… … …

hL q0 ( sL ) hL q1 ( sL ) ⋯ hL qN - 1 ( sL )

=

[ hiqk ( s i) ] L ×N

R = { h1 qN ( s1) , h2 qN ( s2) , ⋯, hL qN ( sL ) } T =

{ hiqN ( si) } L ×1

误差函数 J 最小的必要条件为

5 J / 5 C = 0

5 J / 5 D = 0
(7)

利用式 (5) 和 (6) ,可将式 (7) 整理为

Y X

XT Z

C

D
=

F

G
(8)

式中 :

[ X ] = - 2Re ( [ P] T[ W ][ W 3 ][ Q 3 ]) =

[ x k , l ] ( M + 1) ×( M + 1)

[ Y ] = [ P] T[ W ][ W 3 ][ P 3 ] +

[ P 3 ] T[ W ][ W 3 ][ P]

[ Z ] = [ Q ] T[ W ][ W 3 ][ Q 3 ] +

[ Q 3 ] T[ W ][ W 3 ][ Q ] = [ z k , l ] N ×N

F = 2Re ( [ P] T[ W ][ W 3 ] R 3 ) = f k , M + 1

G = - 2 Re ( [ Q ] T[ W ] [ W 3 ] R 3 ) = gk , N 。

显然 ,只要给定基函数系 pk ( s) , qk ( s) 和实测值 hi ,

就可以由式 (8) 解出正交多项式系数向量 ,再变换成

普通多项式幂项系数后 , 就得到了式 ( 1 ) 的传递

函数。

2 　分子与分母基函数的选择

为了保证式 (8) 具有良好的数值性态 ,必须挑选

2
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合理的基函数 pk ( s ) 和 qk ( s ) , 因为若简单选择

qk ( s) = ps ( s) = sk ,就又与数值性能很差的 Levy 法

相似。在误差函数权 W ( s) = 1 的特例下 , Richard2
son 对分子和分母选择了 2 组不同的正交系 ,使得式

(8) 中 Y, Z 均变成单位阵 ,这种方法具有良好的数

值效果 ,已被广泛认可[4～14 ] ;但是这种方法的分母

正交多项式系与传递函数测试值有关 ,对每个 SISO

的频响都要产生一个正交多项式系 ,特别是下面要

介绍的整体拟合步骤中还需要过渡 (变换) 矩阵 ,这

将显著增加计算量和存储量[5 ,6 ,15 ,17 ] 。为此 ,对分

子和分母选择相同的正交系 ,仅使 Y 变为单位阵。

这时式 (8) 变为

I X

XT Z

C

D
=

F

G
(9)

进一步

( [ Z ] - [ X ] T[ X ] D = G - [ X ] T F

C = F - [ X ] D
(10)

利用式 (10) 可求得 C 和 D。 Y 为单位阵的条件可

写为

∑
L

i = 1

[ p 3
k ( s i) pl ( s i) + pk ( s i) p 3

l ( s i) ]| W ( si) | 2 =

1 k = l

0 k ≠l
(11)

对于频响测量 , s 只能在虚轴上 , 即 s = jω。

pk ( s)可通过辅助实多项式系Φk (ω) 表示为 pk ( s) =

jkΦk (ω) ,而Φk (ω) 可通过如下递推方式得到[18 ] :

Φ0 (ω) = 1

Φ1 (ω) =ω

Φk (ω) =ωΦk - 1 (ω) +γk - 1Φk - 2 (ω) k > 1

Φk (ω) =Φk (ω) γk k ≥0

(12)

式中 : γk = - μk/μk - 1 , μk = 2 ∑
L

i = 1
| Φk (ωi ) ·

W (ωi) | 2 。

注意 : k 为奇数时 ,Φk (ω) 不含偶次方项 , pk ( s)

的幂项系数为纯虚数 ; k 为偶数时 ,Φk (ω) 无奇次方

项 , pk ( s) 的幂项系数为实数。利用此性质可将计

算量和存储量减少 50 %。

采用上述的正交基函数后 , [ X ] , F , [ Z ] , G 可

进一步简化为

x k , l =

- 2Re S k , l k - l = 4 m

2 Im S k , l k - l = 4 m + 1

2Re S k , l k - l = 4 m + 2

- 2 Im S k , l k - l = 4 m + 3

f k =

2Re S k , l k - N = 4 m

- 2 Im S k , l k - N = 4 m + 1

- 2Re S k , l k - N = 4 m + 2

2 Im S k , l k - N = 4 m + 3

z k , l =

2 T k , l k - l = 4 m

- 2 Tk , l k - l = 4 m + 2

0 其他

gk =

- 2 Tk , N k - N = 4 m

2 T k , N k - N = 4 m + 2

0 其他

(13)

其中 : m , k , l 均为整数 ; Re S k , l = ∑
L

i = 1
[Φk (ωi ) ·

Φl (ωi) Re hi | W ( si ) | 2 ] , Im S k , l = ∑
L

i = 1

[Φk (ωi ) ·

Φl (ωi) Im hi | W ( si ) | 2 ] , T k , l = ∑
L

i = 1
[Φk (ωi ) ·

Φl (ωi) | hW ( s i) | 2 ]

3 　整体拟合

若同一个结构在 K 个拾振点测得了频响函数 ,

那么对第 k 个拾振点的频响函数表示为

[ U ] kDk = Vk (14)

式中 :[ U ] k = [ Z ] k - [ X ] T
k [ X ] k , Vk = Fk - [ X ]T

k Fk ,

各符号的意义与式 (10) 的相同 ,下标 k 对应不同的

拾振点。对所有测点的频响 ,可建立方程组

[ U ]1 D1 = V1

[ U ]2 D2 = V2

…

[ U ] KD K = V K

(15)

一个结构的模态阻尼和模态频率与测点位置无

关 ,因而不同拾振点拟合出来的有理形式传递函数

的分母 Dk 至多相差一个比例系数。由于规定了

dN = 1 ,所以各测点 Dk 都应等于同一个 D ,这时式

(15) 提供了 K ×N 个方程 ,但 D 只有 N 个未知量 ,

因而式 (15) 是矛盾方程组 ,采用最小二乘法求解的

方程为

∑
K

k = 1
[ U ] T

k [ U ] k D = ∑
K

k = 1
[ U ] T

kVk (16)

3
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分子的正交多项式系数向量由式 (17) 给出

Ck = Fk - [ X ] T
kD (17)

在 Richardson 的文章中[1～3 ] ,分母的正交多项

式系随测振点而变化 ,因而式 (15) 的 Dk 也随测振

点而变化 , 所以无法直接进行整体拟合 ; 为此

Richardson 在 Dk 与普通多项式幂项系数之间建立

了转换矩阵[Θ] ,通过[Θ]把 Dk 变成为普通多项式

的幂项系数 , 从而进行整体拟合。但是如果在与

Richardson 对应的式 (16) 的两边再左乘一个 [Θ] T ,

这在本质上又回到了普通 Levy 法 ,然而后者数值性

态很差。彭伟[5 ,6 ]在 Dk 与 D1 之间建立了变换矩

阵 ,最后整体拟合的未知数是 D1 ,这在一定程度上

改善了数值性态 ,但它过分依赖于第一个测点的测

量精度。由此可见 ,若分子和分母选择同一个正交

系 ,这样就可以在整体拟合时不需要过渡矩阵 ,更无

须将 Dk 转换成普通多项式幂项系数。

当整体拟合之后 ,从式 (16) 和 (17) 解出的正交

多项式系数向量 D 和 Ck ,还需要转换为普通多项式

系数向量 Ak = { ak
0 , ak

1 , ak
2 , ⋯, ak

M } 和 B = { b0 , b1 ,

⋯, bN } ,以便于求解模态参数 ,右上角标 k 表示不

同的测振点。两套系数之间的关系为

Ak = [Θ] M Ck , B = [Θ] N D′

式中 : D′= { D T ,1} T , [Θ] M 和[Θ] N 分别表示 M 阶

和 N 阶转换矩阵 , 分别为 ( M + 1) ×( M + 1) 和

( N + 1) ×( N + 1) 的上三角阵 ,上三角的元素为

θi , k =

φi
k k - i = 4 m ( m > 0)

- φi
k k - i = 4 m + 2 ( m > 0)

0 其他

这里的φi
k 为辅助多项式Φk (ω) 的 i 次幂项的系数。

注意到 ,即使在上三角中 ,转换矩阵的元素仍几乎有

一半为 0。

4 　方法的考核与讨论

411 　密集模态的识别

为了检验本文方法的有效性 ,选择了文献[3 ]和

[6 ]中的典型算例进行识别。所选择的模型是一个

模态耦合较严重的三阶模型。用于生成频响函数的

模态参数见表 1。仿真传递函数按式 (18) 计算。

表 1 　仿真模型参数

Table 1 　Parameters of the simulating model

序

号

频率

f / Hz

阻尼比

ξ/ %

留数ψ

点 1 点 2 点 3 点 4 点 5

1 50 310 1100 0150 0 - 0150 - 1100

2 52 215 0 - 0125 - 0150 - 0175 - 1100

3 55 310 - 1100 - 0160 　0160 - 0130 - 0180

Hk (ω) = ∑
3

i = 1

ψk , i

- ω2 +ω2
i - 2ωωiξi

(18)

式 (18) 并非真正意义上的频响仿真公式 ,若采

用文献[13 ]的公式仿真传递函数的第一列 ,不可能

识别出第二阶振型 ,因为测点 1 为第二阶振型的节

点。采用式 (18) 的时 ,节点对识别结果的影响并没

有真实体现出来。频率间隔Δf = 0125 Hz。

表 2 示出采用本文方法与文献[3 ]方法的识别

结果。可见 ,采用本文方法的计算精度较文献[3 ]的

高 2 个数量级。原因是除了方法因素外 ,可能还与

生成传递函数Δf 的大小 ,程序设计采用的语言 (早

期程序采用了混合编程 ,不同模块之间有时通过文

本文件方式传输数据) ,以及所用变量长短有关 ,而

源于文献 [ 17 ]所声称 Richardson 错误的可能性

不大。

表 2 　本文方法与文献[3 ]方法对密集模态算例的识别结果

Table 2 　Identified results of coupled model

序号
文献[3 ]方法 本文方法

f / Hz εf / % ξ εξ/ % f / Hz εf / % ξ εξ/ %

1 49196 01080 01029 3 2133 501000 0 3 01030 00 2 ×10 - 4

2 52105 01096 01026 0 4100 521000 0 2 ×10 - 7 01025 00 2 ×10 - 5

3 55104 01072 01029 8 0167 551000 0 3 01030 00 4 ×10 - 7

　 　注 : ①εf ,εξ分别表示频率和阻尼估计的相对误差。估计阻尼拟合区间为40～65 Hz ,拟合模态为 3 个 ,与文献[3 ]所采用的一致。

②3 表示对采用 4 字节浮点数 ,识别值和仿真的原始值完全相同。

4
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412 　噪声干扰情形的识别

在上述频响函数上直接叠加均值为 0 的均匀分

布随机数来模拟限带白噪声的干扰 ,白噪声的带限

为 0～100 Hz ,信噪比为 3115 dB。表 3 和 4 示出采

用 3 种不同权函数即估计 1 ,估计 2 和估计 3 的估

计结果。3 种振型的误差见图 1。

图 1 　有噪声情形的振型识别误差

Fig. 1 　The identified erros for model with noise

估计 1 的权函数 W ( s) ≡1 ;估计 2 的| W ( s) |

选择为测点 1 的虚部的绝对值 ,因为它的形状和趋

势与 1/ | B ( s) | 相接近 ;估计 3 的权函数通过反复迭

代确定 ,即首先选择权函数 W ( s) ≡1 ,得到一个 B

( s) 估计 ,利用B ( s) 估计出的 1/ | B ( s) | 作为新的权

函数 ,再次识别 ,如此迭代下去 ,一般经过 10 次左右

迭代 , B ( s) 就趋于一个稳定函数了 ;然后根据最后

收敛的传递函数计算模态参数。

3 种估计对模态频率都具有较好的识别精度 ,

估计 1 的误差低于 2 % , 估计 2 和 3 的误差低于

012 % ;但阻尼识别精度差异很大 , 不加权情形的估

表 3 　不同权函数的频率识别结果

Table 3 　The identified natural frequencies of

different weight functions

模态

序号

估计 1 估计 2 估计 3

f / Hz εf / % f / Hz εf / % f / Hz εf / %

1 49117 1170 50109 0118 50106 0112

2 51161 0175 52100 < 10 - 7 52100 < 10 - 7

3 55152 0195 55103 0105 55108 0115

表 4 　不同权函数的阻尼识别结果

Table 4 　The identified damping factors of

different weight functions

模态

序号

估计 1 估计 2 估计 3

ξ εξ/ % ξ εξ/ % ξ εξ/ %

1 01027 9 710 01029 7 110 01028 8 4100

2 01022 4 1014 01023 3 618 01023 4 6140

3 01026 0 1313 01030 6 210 01030 1 0133

计 1 的误差高达 1313 % , 估计 2 和 3 的误差小于

7 % ;留数识别的性能差异更大 ,估计 1 的幅值误差

达 52 % ,相位误差一般为 10°左右 ,有的点高达 80°,

而估计 2 和 3 则较为满意 ,幅值误差小于 12 % ,相

位误差 5°左右。

从上述的分析结果看出 ,对于信噪比较低的情

形 ,权函数值为 1 时的识别精度较低 ,而当选择权函

数为测点 1 的虚部的绝对值时 ,即可显著改善精度 ,

而且即使迭代 ,迭代次数对结果影响不明显。

5 　结 　论

1) 修正的权函数的引入可降低估计的方差 ,减

小计算工作量 ;

2) 在 Richardson 正交多项式中 ,分子和分母采

用相同的正交多项式基函数可使算法的复杂性和运

算量显著下降。

本文中考核算例的模态阶数均已知 ,因而算法

数值性态和识别精度都比较好 ,而实际问题中模态

阶数如何确定 ,是一个重要的问题。如同 AR 谱估

计 ,识别模态阶数很高情况 ,也必然出现模态分裂

(识别阻尼比降低) 的现象。是否可以采用递推方式

逐渐增加识别模态阶数 ,以及递推停止的标准还需

进一步研究。
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