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摘　要　对 G. H ein ig 在单指标情形给出的具有预先给定极点的有理函数插值问题的 L agrange 公式进行了

改进。将改进后的结果推广到了多重插值指标情形, 得到具有预先给定极点的有理函数插值问题的 H erm ite

型显式插值公式, 并指出了该问题与带重点的 Cauchy 矩阵的联系。
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Herm ite- type In terpola tion Form ula for Rationa l Function

In terpola tion Problem W ith Prescr ibed Poles

Yang Zhenghong
(Co llege of A pp lied Engineering Sciences, Ch ina A gricu ltu ral U niversity, Beijing 100083, Ch ina)

Abstract　 In the case of simp le nodes, a L agrange2type in terpo la t ion fo rm u la fo r ra t ional

funct ion in terpo la t ion p rob lem w ith p rescribed po les w as developed. T he p resen t paper

genera lizes th is fo rm u la to the case of m u lt ip le nodes. T he connect ion betw een the above

in terpo la t ion p rob lem and confluen t Cauchy m atrix is a lso po in ted ou t.
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1　问题的提出

有理函数插值问题是插值问题的重要分支, 它在数值分析、计算数学、函数逼近论中都有

重要应用, 而具有预先给定极点的有理函数插值无疑又是最基本的一类。设 p (x ) = ∏
q

j= 1
(x -

d j ) Ρj给定, ∑
q

j = 1 Ρj = n , 多项式 q (x )待定且次数小于 n , f (x ) =
q (x )
p (x ) 是一具有固定极点 d j (重

数为 Ρj )的严格真正 (分子次数小于分母次数)有理函数。给定指标集{ (ci, Θi) }p
i= 1, 现要求f (x )

满足条件

1
k ! f

(k ) (ci) = Γik　i= 1, 2, ⋯, p ; k = 0, 1, ⋯, Θi- 1 (1)

其中: Γik给定, 则问题 (1)称为具有预先给定极点的有理函数插值问题。本文中总假定所有 ci 与

d j 两两互不相同, 且∑
p

i= 1 Θi= ∑
q

j = 1 Ρj = n。
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将 f (x )作部分分式分解

f (x ) = ∑
q

j = 1
∑
Ρj - 1

l= 0

Νj l

(x - d j ) l+ 1

则不难验证, 式 (1)等价于求解下面线性方程组

C (c, d ) Ν= Γ (2)

其中

C (c, d ) = (C ij ) p , q
i, j= 1, 　C ij = (C k l

ij ) Θi- 1, Ρj - 1
k= 0, l= 0

是对应于指标集{ (ci, Θi) }p
i= 1和{ (d j , Ρj ) }q

j = 1的带重点的Cauchy 矩阵, 其中

C
k l
ij =

1
k ! l!

5 k+ l

5x k 5y l
1

x - y x = ci, y = d j

=
k+ l

k

(- 1) k

(ci- d j ) k+ l+ 1 (3)

Ν= co l[co l (Νj l) Ρj - 1
l= 0 ]q

j= 1待求, Γ= co l[co l (Γik ) Θi- 1
k= 0 ]p

i= 1给定, co l (a i) 表示以 a i 为分量的列向量 (下

同)。

带重点的Cauchy 矩阵是笔者在文献 [ 1～ 3 ]中重点讨论的问题, 其中核心问题之一就是

如何求解线性方程组 (2)或求C (c, d )的逆。如果求出了C (c, d ) - 1, 则问题 (1)的解可表示为

f (x ) =
1

x - d 1
, ⋯,

1
(x - d 1)

Ρ1
, ⋯,

1
x - d q

, ⋯,
1

(x - d q)
Ρq

C (c, d ) - 1Γ (4)

笔者求C (c, d ) - 1的方法是基于C (c, d ) 满足位移 (d isp lacem en t) 结构方程而得到的。例

如, 在单指标情形 (Θi= Ρj = 1)下, C (c, d ) =
1

ci- d j

n

i, j= 1
, 满足以下 Sylvester 型矩阵方程

D (c)C (c, d ) - C (c, d )D (d ) =

1

1

�
1

[ 1　1　⋯　1 ] (5)

其中,D (c) = diag (ci) n
i= 1, D (d ) = diag (d j ) n

j = 1分别表示以 ci 和 d j 为对角元的对角矩阵。式 (5)

两边分别左乘、右乘C (c, d ) - 1, 并令 u = co l (u i) n
i= 1, v = co l (v j ) n

j= 1分别是以下两个线性方程组

的解

C (c, d ) u=

1

1

�
1

, v
T
C (C , d ) = [ 1　1　⋯　1 ]

则不难验证, 有

C (c, d ) - 1= - diag (u i) n
i= 1C (d , c) d iag (v j ) n

j= 1

上述通过求C (c, d ) - 1而得到的插值公式 (4) 是一种非显式的公式, 因为怎样求 u i 与 v j 还

需要进一步讨论。注意到文献[ 4 ]和[ 5 ]在单指标情形给出了问题 (1)的一种类似于多项式插值

的L agrange 型插值公式, 这是一种显式公式, 其结果为

f (x ) = ∑
n

i= 1

u (x )
x - ci

1
u′(ci)

Γi (6)

其中
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u (x ) =
∏

n

i= 1
(x - ci)

∏
n

j = 1
(x - d j )

, u′(ci) =
∏

n

k= 1, k≠i
(ci - ck )

∏
n

j= 1
(ci - d j )

(7)

本文中的研究目的就是要将式 (6) 推广到 ci 和 d j 都为多重指标的情形, 即得到具有给定

极点的有理函数插值问题的H erm ite 插值公式。

2　主要结果

分析式 (6) 发现, f (x ) 的表达式完全取决于式 (7) 中的 u (x ) , 而 u (x ) 恰好是问题 (1) 在单

指标情形时对应的齐次问题: f (ci) = 0 ( i= 1, ⋯, n ) 在以 d j 为一阶极点、分子次数不超过分母

次数的真正有理函数空间内的解, 因而式 (6)实际上就是通过齐次问题的解来得到非齐次问题

的解。基于这种思想, 完全可以把式 (6)推广到 ci 和 d j 都为重指标的情形。令

E (x ) = Span
1

x - d 1
, ⋯,

1
(x - d 1)

Ρ1
, ⋯,

1
x - d q

, ⋯,
1

(x - d q)
Ρq

(8)

式 (8) 是由基本有理因子 1
(x - d j ) l+ 1生成的线性空间, 它代表了以 d j 为 Ρj 重极点的严格真正

有理函数全体。又令 E (x ) = E (x ) + x E (x ) , 则 E (x )代表以 d j 为 Ρj 重极点的真正有理函数全

体。以下结论显然成立。

定理 1　问题 (1)对应的齐次问题

1
k ! f

(k ) (ci) = 0　 ( i= 1, 2, ⋯, p ; 　k= 0, 1, ⋯, Θi- 1) (9)

在 E (x )内有解

u (x ) =
∏

p

i= 1
(x - ci)

Θi

∏
q

j= 1
(x - d j )

Ρj
, (10)

且除了常数乘法因子外, 解是唯一的。以下给出笔者研究所得到的主要结果。

定理 2　问题 (1)在 E (x )内有唯一的解

f (x ) = ∑
p

i= 1
∑
Θi- 1

k= 0
ΓikE ik (x ) (11)

其中, u i (x ) =
u (x )

(x - ci)
Θi

, u (x ) =
∏

p

i= 1
(x - ci)

Θi

∏
q

j= 1
(x - d j )

Ρj
,

E ik (x ) = u i (x ) 1
(Θi- 1- k ) !

1
u i (Ν)

(Θi- 1- k )

(x - ci)
Θi- 1

+ ⋯+

1
u i (Ν)

′
(x - ci) k+ 1+

1
u i (Ν)

(x - ci) k

Ν= ci

(12)

证明　只需检验式 (12)中的 E ik (x )满足基本插值条件

1
l! E

( l)
ik (x )

x = cj

= ∆ij ∆k l (13)

其中: ∆ij , ∆k l为 K ronecker 符号。事实上, 由于 u i (x ) 含有除 (x - ci)
Θi之外的所有其他因子, 因

此, 当 i≠j 时, 式 (13)左边恒为 0; 当 i= j 时, 由式 (12)知, ci 是 E ik (x )的 k 阶零点, 所以, 当 l<
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k 时, 式 (13)的左边也为 0; 而当 l≥k 时, 由L eibn iz 求导法则, 有

1
l! E

( l)
ik (x ) û x = ci

= u i (ci)
1

( l- k ) !
1

u i (Ν)

( l- k)

+ u′i (ci)
1

( l- k - 1) !
1

u i (Ν)

( l- k- 1)

+ ⋯+

1
( l- k ) ! u

( l- k)
i (ci)

1
u i (Ν) Ν= ci

=
1

( l- k ) ! u i (Ν) 1
u i (Ν)

( l- k)

Ν= ci

=
1

( l- k ) !
[ 1 ] ( l- k) = ∆k l

所以, 式 (13)成立。

关于唯一性的证明, 若除了式 (11) 中的 f (x ) 外, 还另有 g (x ) ∈E (x ) 也满足式 (1) , 则

f (x ) - g (x )是其次问题式 (9)的解。根据定理 1, 有 f (x ) - g (x )是 u (x )的常数倍, 这显然是矛

盾的。因为 f (x ) - g (x )是严格真正的, 而 u (x )是真正的, 所以, 唯一性得证, 证毕。

当 Θi= Ρj = 1 时, 式 (11)退化为式 (6)。
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