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摘　要　阐述了拱的非线性屈曲的 2 种形式, 提出了 1 种简捷的计算二次分岔屈曲的方法, 通过算例证实了

其可靠性, 最后提出了提高结构承载力和防止发生变形突变的方法。
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Abstract　Tw o k inds of non linear buck ling are elabo ra ted, and a k ind of compact m ethod of

so lving secondary b ifu rca t ion buck ling is b rough t fo rw ard, w h ich is iden t if ied credib le by a

samp le. A n app roach to enhance the load2carry capacity of the arch and to p reven t the arch

from the sudden change of the defo rm at ion is p ropounded.
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结构的非线性屈曲形式包括极值点屈曲和二次分叉屈曲 2 种。极值点屈曲形式是指, 在荷

载作用下, 结构发生与荷载方向一致的变形, 当荷载达到结构承载力的极限时, 结构发生突变,

此时结构的屈曲形式就是极值点屈曲形式。二次分岔屈曲的变形方向与荷载作用方向不同, 这

种变形通常是由结构的初始缺陷或者微小扰动引起的[1 ]。在加载过程的某一时刻, 由于初始缺

陷或微小扰动的影响, 结构变形的方向会从与荷载方向一致的变形形式跳跃到另外一种形式,

从而导致的屈曲形式就是二次分岔屈曲。因为结构的初始缺陷或微小扰动是不可避免的, 所以

结构的最终破坏形式就是这 2 种屈曲形式中承载能力小的一种。

拱结构的承重性能很好, 但对初始缺陷和微小扰动非常敏感。图 1 和图 2 分别示出在全跨

均布荷载或跨中集中荷载作用下的极值点屈曲和二次分岔屈曲的变形形式。在很多实验中, 由

于初始缺陷的影响, 二次分岔屈曲往往是最终的破坏形式, 所以对拱结构二次分岔屈曲的研究

有很重要的理论和工程意义。

对二次分岔屈曲的研究前人已经有一些成果[2, 3 ] , 其研究的重点是如何确定分叉点及屈曲

后平衡路径的跟踪 (见图 3)。Choong 在 1992 年, D u t ta 和W h ite 在 1997 年都成功地跟踪了分

叉点前后的平衡路线[3 ] , 但都是对极值点前后的路线分别做出的, 而不是连续的跟踪全过程。
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图 1　极值点屈曲变形形式 图 2　二次分岔屈曲变形形式

图 3　极值点屈曲和二次分岔屈曲的平衡路线

L ip H. T eh 在 1999 年提出了一种计算方法, 可以

连续跟踪整个屈曲前后的平衡路线, 但是计算方法

比较烦琐且未针对二次分岔屈曲这种破坏形式提出

工程中实用的措施来防止或控制其不利影响。

笔者针对拱结构二次分岔屈曲的特点, 提出了

一种简单易行的方法, 即使用结构措施克服了由初

始缺陷或扰动导致的结构承载力降低和变形发生突

变的问题, 从而充分发挥了拱结构的特点。

1　基本理论和方法

在对二次分岔屈曲的研究中首先需要确定的关键点是如何找到分叉点, 也就是如何判断

一个临界点是极值点还是分叉点。一般用如下准则判断:

极值点

detK= 0, 　z
T
Q≠0 (1)

分叉点

detK= 0, 　z
T
Q = 0 (2)

其中: K 是结构在临界点的刚度阵, z 对应于刚度阵零特征值的特征向量,Q 是荷载向量。这 2

个公式的物理意义是如果临界点的特征模态与荷载的方向一致, 那么荷载在屈曲时会做功; 如

果分叉点的特征模态与荷载向量正交, 那么荷载不做功。

式 (1) 和 (2) 表示的准则只满足临界点这一时刻, 而对屈曲前与屈曲后的全过程的分析是

不实用的。

笔者研究认为, 给结构添加了与第一屈曲模态相似的一个很小的扰动, 即将最容易发生的

屈曲模态乘以一个很小的系数 (比如万分之一)之后加到结构上, 然后按照一般的弧长法跟踪,

即可得到一个近似的二次分岔屈曲的平衡路线。在此基础上重新计算下一个近似的平衡路径,

通过这样两三次的迭代, 就可以得到非常精确的二次分岔屈曲的平衡路径。另外, 对由于初始

缺陷或微小扰动的影响所引起的承载力下降问题, 采取了加拉索的方案[4, 5 ]从而极大地提高了

结构的承载能力。

2　算　例

结构模型见图 4, 其材料和几何特性如下。

弹性模量 E = 107 Nõm - 2, 截面面积A = 0132 m 2, 截面惯性矩 I = 1 m 4, 弧的半径 R = 100
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图 4　两端铰接拱

m ,L = 80 m。

此模型的计算结果见图 5。由图 5 可见, 极值点屈

曲的极限承载力是 15115 kN , 二次分岔屈曲的极限承

载力是 12192 kN ; 由于二次分岔屈曲的极限承载力较

小, 所以结构首先会发生二次分岔屈曲。同时可以看

到, 与线性特征值 13137 kN 相比, 发生二次分岔屈曲

时的极限承载力比特征值要小; 而发生极值点屈曲时

图 5　拱的荷载2位移曲线

的极限承载力比线性特征值要大。这也说明线性屈曲

计算的特征值可以在一定程度上反映结构发生变形

跳跃时荷载的大小, 但是要准确确定结构在加载过程

中的非线性特性还必须进行非线性屈曲的计算。

从图 5 的曲线走势还可以看出 2 种屈曲形式的

具体变形过程。无初始缺陷的拱发生极值点屈曲, 其

变形曲线是对称的 (图 1)。而有初始缺陷的拱发生二

次分岔屈曲, 其变形是反对称的 (图 2)。虽然有初始缺

陷的拱在加载的初期其变形也是对称变形; 但是随着

荷载的增大, 由于初始缺陷的影响, 使结构变形跳跃到反对称变形, 从而发生二次分岔屈曲破

坏, 因此理想的无缺陷的拱在对称荷载作用下是不会发生反对称变形的, 只能有沿荷载方向的

变形, 而只有有缺陷的拱才会发生反对称变形。对于实际结构而言, 初始缺陷往往难以避免, 所

以通常拱的破坏形式是反对称的。

以上的算例是针对跨中集中荷载作用下矢跨比为 0125 的二次分岔屈曲和极值点屈曲的

研究, 对于全跨均布荷载作用下和具有不同矢跨比的拱同样可以得到类似的结果。

3　提高二次分岔屈曲极限承载力的措施

图 6　两端铰接的拉索拱

为了提高拱的承载能力, 可采用拱上加拉索的方

案 (图 6) , 从支座向拱的四分之一和四分之三处伸出

拉索, 对拱进行拉接。通过以往的研究成果, 可知索可

以有效地控制拱的反对称变形, 所以它可对二次分岔

屈曲的变形进行控制[4 ]。

拱的截面和材料与本文算例相同, 索的截面面积

是 27147 cm 2, 弹性模量 E 为 019×107 Nõm - 2对此模

图 7　有拉索拱的荷载2位移曲线

型施加与算例相同的扰动, 然后进行非线性

过程跟踪, 所得结果见图 7。对比图 5 和图 7

的曲线可以发现, 图 7 中曲线在极值点前后

的路径与图 5 中的极值点屈曲曲线非常相

似, 位移与荷载的大小也非常接近, 而与图 5

中的二次分岔屈曲曲线相差甚远, 说明有拉

索拱发生了与极值点屈曲极其相似的屈曲
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形式。

从图 7 可知, 有拉索的拱虽然也有初始缺陷, 但是由于索的作用, 其变形形式已经发生了

很大的变化, 由反对称变形变成了对称变形。这说明虽然索的截面很小, 但是对于反对称变形

有很好的控制作用, 它有效地防止了结构变形的突变。同时有拉索结构的极限承载力是 15108

kN , 大于有初始缺陷的无索拱的二次分岔屈曲的极限荷载 12192 kN , 而且几乎等于无索拱的

极值点屈曲的极限承载力 15115 kN , 说明由于索的作用, 提高了有缺陷拱的极限承载力。

4　结　论

1)本文中所使用的计算结构二次分岔屈曲的方法是高效和准确的。

2) 拉索不但可以有效地控制有缺陷拱的二次分岔屈曲变形, 使其由反对称变形变成对称

变形, 而且可以有效地提高有缺陷拱的极限承载力。
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