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摘　要　提出了与基于对数应变的精确有限变形弹塑性理论相应的一致性算法。该算法的计算结果相对于

真实解具有一阶精度, 且能够给出精确的应力更新公式、精确的弹塑性模量和平衡方程。最后用算例验证了

此理论的正确性和算法的有效性。
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笔者在文献[ 1 ]中提出了基于对数应变的精确的有限变形弹塑性理论, 本文中将提出与该

理论相应的一致性算法。在弹塑性问题的计算中, 一般而言, 其结果与加载路径有关, 不同的加

图 1　一致性解曲线与精确解的示意图

载步长和不同的计算方法将会导致不同的计算结

果, 因而, 一般情况下, 计算结果是不精确的。由此引

出一个问题, 这种近似如何来度量呢? 对于一般的弹

塑性算法, 人们无法估计出其近似的程度。当加载步

长 ∃p 趋近于 0 时, 正确的计算方法的结果应收敛于

精确值; 但对于实际采用的加载步长而言, 其与精确

值的近似程度则不得而知, 甚至可能飘离精确解甚

远。本文中提出的一致性弹塑性算法能够很好地解

决这一难题 (图 1)。此算法总的思想是: 既然明知道



一般弹塑性问题的精确解无法求得, 那么就避开它, 去寻找一条相对容易求得的曲线路径。若

又知道此曲线路径与真实解曲线路径的确切误差范围, 那么就可以通过求解该曲线路径来近

似求解真实的变形路径。

1　有限变形弹塑性一致性算法

因为有限变形弹塑性的一致性算法与小变形的弹塑性一致性算法有相似之处, 故在此首
先简单介绍小变形弹塑性一致性算法, 之后与之对应地导入有限变形弹塑性一致性算法。

111　小变形弹塑性一致性算法

一般的弹塑性应力张量更新公式可表示为

Ρn+ 1= Ρn+ ∃Ρ
其中 ∃Ρ=∫

tn+ 1

tn

D e, pdΕ (1)

式中: D e, p为弹塑性模量, Ε为应变张量。对于式 (1) , 一般是无法给出精确解的, 于是发展了各
种近似方法, 但都无法得知其近似解与真实解的近似程度。本文中所用的一致性积分算法能够

求得这种解的近似程度, 即具有一阶近似性。

一致性算法的一阶精度特点, 主要体现在对塑性应变的积分上, 而塑性应变积分的核心是
对 dΕp , ij的积分, Εp , ij为塑性应变张量分量。对 dΕp , ij的精确积分, 人们同样是无法得到的, 故本文
中采用广义中点法则对此积分进行具有一阶精度的近似计算。

应用文献[ 1 ]中小变形弹塑性理论可得

dΕp , ij = dΚ(5 Υö5Ρij ) = [ 3ö(2s) ]dΚõS ij (2)

式中: Υ为M ises 屈服函数, s 为等效应力, S ij为移位应力张量偏量。为简化起见, 将 dΚ简记为

Κ′。由此, 式 (2)变为

dΕp , ij = [ 3ö(2s) ]Κ′S ij (3)

假设第 n 次加载所得塑性应变张量分量 Εp , ij , 塑性应变球量 ep 和 back 应力张量B 的收敛
值 Εp , ij , n , ep , n , B n 及本次加载所得位移向量 un+ 1 (即总应变 Εij , n+ 1) 为已知, 应用广义中点法则对
式 (3)进行积分后得 Εp , ij , n+ 1= Εp , ij , n+ [ 3ö(2s) ]Κ′S ij , n+ Α　0≤Α≤1

形成 S n+ Α所用到的张量有
Εp , n+ Α= ΑΕp , n+ 1+ (1- Α) Εp , n , 　Εn+ Α= ΑΕn+ 1+ (1- Α) Εn ,

B n+ Α= ΑB n+ 1+ (1- Α)B n , 　Ρn+ Α= ΑΡn+ 1+ (1- Α) Ρn , 　Ρn+ Α= D (Εn+ Α- Εp, n+ Α)

其中 Α为参数。由广义积分法性质可知, 当 Α≥1ö2 时积分算法无条件稳定; 当 Α= 1ö2 时, 积分

具有二阶精度; 否则, 积分具有一阶精度。为计算简便, 选用 Α= 1, 由此形成了具有一阶精度且

无条件稳定的积分算法。即

Εp , ij , n+ 1= Εp , ij , n+ [ 3ö(2s) ]Κ′S ij , n+ 1 (4)

由此得出替代精确的率型基本方程组的具有一阶精度的基本方程组
Εij , n+ 1= Εe, ij , n+ 1+ Εp , ij , n+ 1

Ρij , n+ 1= D ij k lΕe, k l, n+ 1

B ij , n+ 1= B ij , n+ (H ösn+ 1) Κ′S ij , n+ 1

Εp , ij , n+ 1= Εp , ij , n+ [ 3ö(2sn+ 1) ]Κ′S ij , n+ 1

ep , n+ 1= ep , n+ Κ′
Υn+ 1= sn+ 1- k n+ 1= 0

(5)
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其中H 为动力硬化系数。可以认为式 (5)是相对精确解的一阶近似解曲线的表达式。再加上确

定 S ij ,B ij的方程和一致性条件 dΥ= 0, 可得出相对于此近似解曲线的一致切线模量D e, p的精确

表达式。由应力及一致切线模量的精确表达式, 可以导出平衡方程的精确表达式; 由精确的平

衡方程式, 可以很容易地推导出牛顿迭代格式中切线刚度矩阵KT 的精确表达式。由此可得出

一套具有一阶精度的、近似的弹塑性小变形的一致性算法。依据一致性算法可得实际计算时所

用的一套弹性预测2塑性纠正的算法。弹性预测应力张量分量

Ρe, tr, ij , n+ 1= D ij k l (Εk l, n+ 1- Εp , k l, n)

塑性纠正应力张量分量

Ρp , ij , n+ 1= - Κ′D ij k l (5Υn+ 1ö5Ρk l)

Ρij , n+ 1= Ρe, tr, ij , n+ 1+ Ρp , ij , n+ 1 (6)

注意到式 (6) 不同于传统的应力更新近似公式 Ρij , n+ 1= Ρij , n + ∃Ρij , 而是精确的应力更新公式。

为使推导过程及计算简化, 将式 (6)加以改造。由于应力及应变的对称性, 可以将其改造为

Ρ = [Ρ11, Ρ22, Ρ33, Ρ12, Ρ23, Ρ31 ]T

S = [S 11, S 22, S 33, S 12, S 23, S 31 ]T

B = [B 11,B 22,B 33,B 12,B 23,B 31 ]T

Ε= [Ε11, Ε22, Ε33, 2Ε12, 2Ε23, 2Ε31 ]T

Εp = [Εp11, Εp22, Εp33, 2Εp12, 2Εp23, 2Εp31 ]T

(7)

这样, 就可以应用文献[ 2 ]中的推导方法来加以求解, 最终求得弹塑性模量D e, p , 使得

dΡn+ 1= D e, pdΕn+ 1

成立。其中

D e, p = 7 (Κ′) - (N n+ 1á N n+ 1) ö(1+ Φn+ 1)

式中

N n+ 1=
7 (Κ′) P Γn+ 1

(ΓT
n+ 1PΩ(Κ′) ZΓn+ 1) 1ö2　　Φn+ 1= (H Χ+ k

·
n+ 1Χ2) 3

2sn+ 1
ΓT

n+ 1Z7 (Κ′) 3
2sn+ 1

ZΓn+ 1

且

Γn+ 1= 1ö1+ Κ′H
sn+ 1

7 (Κ′) (Εn+ 1- Εp , n- D
- 1

B ′n)　　Χ= 1+ Κ′(H ösn+ 1)

其中

7 (Κ′) = D - 1+
Κ′[ 3ö(2sn+ 1) ]
1+ Κ′(H ösn+ 1) Z

- 1

　　B ′= Z - 1B

其中

Z=

　2ö3 - 1ö3 - 1ö3 0 0 0

- 1ö3 　2ö3 - 1ö3 0 0 0

- 1ö3 - 1ö3 　2ö3 0 0 0

　0 　0 　0 1 0 0

　0 　0 　0 0 1 0

　0 　0 　0 0 0 1

系数 Κ′是在求 tn+ 1时刻的一致性条件 dΥn+ 1= 0 时采用牛顿迭代法求出的。
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112　有限变形弹塑性一致性算法

该算法的核心问题是如何对塑性变形速度梯度张量L p = F
·

p F p- 1进行积分。同小变形一样,

人们无法求出它的精确形式。为了能够求得一个与已知精确解误差为一阶的近似解, 仍采用广

义中点法则对其进行积分。为表达方便, 首先假设在 tn 时刻的基本变量值 F p , n , B n , ep , n , 以及

tn+ 1 时刻的位移 un+ 1为已知, 最终求得与精确解误差为一阶的 F p, n+ 1, F p , n+ 1 = (exp∃E p , n+ 1)õ

F p , n。其中 ∃E p 为塑性对数应变张量增量, ∃E p , n+ 1= Κ′N ′n+ 1,N ′为屈服面外法向单位向量[1 ]。由

于 F p , n+ 1求出, 与之相应的 F e, n+ 1= F n+ 1õF - 1
p , n+ 1, u2

e, n+ 1= F T
e, n+ 1õF e, n+ 1, E e, n+ 1= lnue, n+ 1及与之共

轭的旋转 K irchhoff 应力 T= H ∶E e, n+ 1都可以在此基础上精确求出; 并可得到精确的一致性

弹塑性模量及精确的平衡方程。由于平衡方程的表达式是精确的, 从而可以得到切线刚度矩阵

的精确表达式。由此得出一套有限变形弹塑性一致性算法, 即基于有限变形梯度的积分解F =

F eF p 的弹性预测2塑性纠正算法。

设在 tn 时刻的基本变量值 F p , n , B n , ep , n , 以及 tn+ 1时刻的位移 un+ 1为已知, 弹性预测2塑性

纠正算法的具体实现步骤如下。

1)求出 F n+ 1;

2) 求出弹性变形梯度张量预测值 F e, tr, n+ 1 = F n+ 1 F
- 1
p , n , 从而得到 Cauchy2Green 张量

Ce, tr, n+ 1= F
T
e, tr, n+ 1F e, tr, n+ 1;

3)求出位移张量的预测值 ue, tr, n+ 1= C
1ö2
e, tr, n+ 1;

4)求出转动张量预测值R e, tr, n+ 1= F e, tr, n+ 1u
- 1
e, tr, n+ 1;

5)由此求出弹性对数应变张量预测值 E e, tr, n+ 1= lnue, tr, n+ 1;

6)构造弹性试探应力张量 (即预测值) Te, tr, n+ 1= H ∶E e, tr, n+ 1;

7)检查屈服条件是否满足 Υtr= [ 3 J 2 (T′e, tr, n+ 1- B ′n) ]1ö2- k (ep )≤0;

8)如果满足此条件, 则令其他一切变量 (õ) n+ 1= (õ) tr, n+ 1, 否则转至 9) ;

9)由以下式 (a) , (b)和 (c)经过牛顿迭代即可求出 Tn+ 1,B n+ 1和 Κ′
Υtr= [ 3 J 2 (T′n+ 1- B ′n) ]1ö2- k (ep + Κ′) = 0 (a)

Tn+ 1= H ∶ (E e, tr, n+ 1- Κ′N n+ 1) (b)

其中N n+ 1= (3ö2) 1ö2
N ′n+ 1, 由文献[ 1 ]中公式N ′= 5<ö5T

û5<ö5Tû =
3
2

1ö2 S′
J s′给定。对文献[ 1 ]中式

(24)积分得到

B ′n+ 1= B ′n+ (2ö3)H Κ′N n+ 1 (c)

10)由文献[ 1 ]中式 (23)求出塑性对数应变张量增量 ∃E p , n+ 1= Κ′N n+ 1;

11)更新等效塑性应变 ep , n+ 1= ep , n+ Κ′;
12)更新塑性应变张量 E p , n+ 1= E p , n+ ∃E p , n+ 1;

13)更新弹性应变张量 E e, n+ 1= E e, tr, n+ 1- ∃Ep , n+ 1;

14)更新位移张量 ue, n+ 1= expE e, n+ 1;

至此, 完成全部变量更新。

2　平衡方程及一致性切线刚度矩阵

牛顿迭代法是求解非线性问题非常有效的方法, 应用此迭代法, 须列出平衡方程并求出相
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应的一致性切线刚度矩阵的精确表达式。在这里, 首先推导出基于初始构形上的相应迭代矩

阵。因为第 1 类 P io la2K irchhoff 应力张量 P 与位移梯度 5uö5X 在能量上共轭, 故选择此配对

来列平衡方程。

内力虚功: ∆W i=∫V 0

P ∆(5uö5X ) dV 0。其中 ∆(5uö5X ) = G∆q, G 为几何矩阵, 其值取决于有

限元法中的插值函数, 与变形无关; q 为节点位移向量。外力虚功: ∆W ex= Q ∆q, 其中Q 为等效节

点力向量。由 ∆W i= ∆W ex可推得平衡方程式

7 (q) =∫V 0

GT P dV 0- Q = 0 (8)

由推导过程可知式 (8)是精确的。下面, 推导有限变形情况下弹塑性一致性切线刚度矩阵的精

确表达式。

因为 ∃7 (q) =∫V 0

G
T (5P ö5q) dV ∃q= KT ∃q, 其中 5P ö5q= (5P ö5F ) (5F ö5q) = (5P ö5F )G , 故

KT =∫V 0

G
T (5P ö5F )GdV 0。由于推导过程没有涉及本构问题, 故是普遍适用的。对于 5P ö5F , 文

献[ 3 ]中已有阐述, 这里只将结果列出。

设D = 5P ö5F , 经过张量求导并整理后得到其分量形式:

D ij k l= 5P ij ö5F k l= ∆ik (F - 1
p , nu - 1

e, tr, n+ 1) laT n+ 1, ab (F - 1
p , nu - 1

e, tr, n+ 1) jb+ (A ij cd + K ij efM ef cd )N cdk l

其中: A ij cd = (R e, tr, n+ 1) ie (F - 1
p , n u - 1

e, tr, n+ 1) j f D ′e, p , ef gsL gscd , (D ′e, p ) ef gs为小变形一致性弹塑性切线模量

D ′e, p的分量, D ′e, p = 5Tn+ 1ö5E e, tr, n+ 1, L gscd 为张量L = 5E e, tr, n+ 1ö5Ce, tr, n+ 1的分量; K ijef = F e, tr, n+ 1, ieõ

T n+ 1, f g (F - 1
p , nu - 1

e, tr, n+ 1) jg + R e, tr, n+ 1, isT n+ 1, sf F
- 1
p, n, je;M ef cd是张量M = 5u - 1

e, tr, n+ 1ö5Ce, tr, n+ 1的分量。

因篇幅有限, 推导中所涉及的张量求导等运算及相关性内容将在另文中作进一步阐述。

3　算例分析

首先假定硬化函数具有如下形式: k = k (ep ) = (c∞ - Ρ0 ) [ 1- exp (- Χep ) ] + clep + Ρ0 =

k (ep ) + Ρ0。式中: Ρ0 为初始屈服应力, c∞为非线性屈服常数, cl 为线性屈服常数, Φ为调节系数,

k (ep ) 为等向硬化函数。给出一个单向拉伸且带有线性强化的有限变形弹塑性的解析解表达

式, 将算例计算结果与其比较, 来验证本算法的近似程度。

算例 1　简单拉伸问题。取 1 根金属杆, 假设沿第 3 方向 (杆长方向)拉伸。设杆长 l, 位移

为 u; 取 k = (uöl) + 1, 则 lnk 为第 3 方向的对数应变; 取 T 为此方向的旋转 K irchhoff 应力张

量分量, 故 T ≠0, T 11= T 22= T 12= T 23= T 31= 0。M ises 屈服函数 <= [ (3ö2) T ′ij T ′ij ]1ö2- k = 0, 其

中 T ′为旋转 K irchhoff 应力张量偏量。T ′11= - (1ö3) T , T ′22= - (1ö3) T , T ′33= (2ö3) T , T ′12=

T ′23= T ′31= 0。取 k = Ρ0+ aep , 式中: a 为线性强化系数, ep 为等效塑性应变。由此, 可得

<= T - Ρ0- aep = 0 (9)

由文献[ 1 ]中式 (23)可得拉伸方向的塑性应变率

Θp = Κ
·

p öΚp = (lnΚp )
·

(55 öT )Β
·

= Β
·

进入塑性区后, 泊松比 Μ= 015, 由此, 另 2 个方向的塑性应变率

Θp11- Θp22= - 015Θp
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由此可得等效塑性应变率

e
·

p = [ (2ö3) Θp , ij Θp , ij ]1ö2= [ (2ö3) (Θp11Θp11+ Θp22Θp22+ Θp Θp ) ]1ö2= Β
·

由变形梯度积分解可知, ϑeϑp = ϑ, 则

ϑ
·

= (ϑeϑp )
·

= ϑ
·

eϑp + ϑe ϑ
·

p

两边同时除以 ϑ, 经整理后得

( lnϑ)
·

= (lnϑe)
·

+ (lnϑp )
·

因为, T = E lnϑe, 故

T
·

= E ( lnϑe)
·

= E [ ( lnϑ)
·

- ( lnϑp )
·

]= E [ ( lnϑ)
·

- Β
·

] (10)

其中 E 为弹性模量。对式 (9)求导可得一致性条件

T
·

- cl e
·

p = T
·

- cl Β
·

= 0 (11)

将式 (10) , (11)联立方程组可得

T
·

= [E clö(E + cl) ] ( lnϑ)
·

(12)

对式 (12)进行积分得到

T = Ρ0+ [E clö(E + cl) ] ( lnϑ- Ε0)

其中 Ε0 为与 Ρ0 相对应的应变, Ε0= Ρ0öE。表 1 示出杆件在进入塑性变形区后其旋转K irchhoff

应力 T 的精确的解析解与利用本理论得出的计算解。其中: Ρ0 = 105 Nõm - 2, E = 2×106 Nõ

m - 2 , cl= 2×106 Nõm - 2, Ε0= Ρ0õE
- 1= 015。可以明显地看出计算解与精确的解析解十分接近,

由此可以证明本文中研究的有限变形弹塑性理论在简单拉伸问题上是精确的。对于更复杂的

变形问题, 很难得到精确的解析解, 故本文中仅与此简单问题的解析解进行比较。

表 1　旋转 K irchhoff 应力 T 的计算解与精确的解析解

总对数应变 lnΚ 计算解 解析解 应力相对误差

01051 025 581 101 0251582 1 101 0251581 0 11096 02×10- 8

01079 993 617 129 9931618 3 129 9931617 0 11021 76×10- 8

01110 886 623 160 8861623 7 160 8861622 5 71263 73×10- 9

01144 025 469 194 0251472 0 194 0251468 6 11771 83×10- 8

01179 825 660 229 8251662 3 229 8251660 3 81862 96×10- 9

01218 840 731 268 8401733 7 268 8401731 5 81174 32×10- 9

01261 834 868 311 8341872 6 311 8341868 3 11386 68×10- 8

01309 912 863 359 9121869 1 359 9121862 6 11827 26×10- 8

01364 774 478 414 7741482 1 414 7741478 5 81676 55×10- 9

01429 278 342 479 2781345 3 479 2781342 5 51894 44×10- 9

01508 951 425 558 9511431 2 558 9511425 1 11077 57×10- 8

01617 629 782 667 6291790 8 667 6291782 3 11277 61×10- 8

01835 423 330 885 4231340 9 885 4231330 4 11183 08×10- 8
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图 2　金属板条截面

网格剖分图

算例 2　平面应力问题。对一个中间带有圆洞的金属板条在长度

方向加分布力, 研究其变形情况 (图 2)。

几何尺寸: 截面长 l 为 610 m , 宽 b 为 20 m ; 圆孔直径 d 为 1010 m ;

板条厚度为 110 m。

材料参数: E = 2×104 kNõm - 2, Μ= 013, 初始屈服应力 Ρ0= 214×

103 kNõm - 2, 线性屈服常数 cl = 012 Nõm - 2, 非线性屈服常数 c∞ =

214×103 kNõm - 2, 动力硬化系数H = 100 kNõm - 2, Χ= 0

加载条件: 在两端加均布力: P = 100 Nõm - 1, 且顶端竖向位移保持

相等。

由于板条结构及所受荷载的对称性, 只计算其四分之一的变形情

况。本算例采用弧长法进行跟踪计算, 加载步为 21 步, 板条中间变形情

况见图 3,A 点竖向位移 u 与荷载因数 Ω的关系见图 4。

由表 2 和表 3 可以明显看出, 此计算法具有明显的二次收敛性。

图 4　A 点竖向位移 u 与荷载因数 Ω的关系图 3　金属板条的塑性变形

表 2　不同加载步和迭代步时的不平衡力 N

加载步数 第 1 迭代步 第 2 迭代步 第 3 迭代步 第 4 迭代步 第 5 迭代步

第 1 步 5157×105 29 086 231881 2146×10- 5

第 3 步 1125×106 16 262 294133 6102×10- 2 1126×10- 6

第 5 步 1156×106 3 88717 11983 4 9187×10- 7

第 7 步 8158×105 1 27518 01155 05 8165×10- 7

第 9 步 2179×105 64 411 38 711 246136 5159×10- 3

第 11 步 9 11514 141988 1135×10- 4

第 13 步 69 559 255172 2194×10- 3

第 15 步 16 291 91536 5 5186×10- 6

第 17 步 26 218 371142 8183×10- 5

第 19 步 37 124 120147 1157×10- 3

第 21 步 47 578 34916 2129×10- 2
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表 3　不同加载步和迭代步时的残余功 J

加载步数 第 1 迭代步 第 2 迭代步 第 3 迭代步 第 4 迭代步

第 1 步 4175×105 2116×102 7183×10- 5

第 3 步 2166×107 4319 5113×10- 3 4128×10- 10

第 5 步 1132×103 4143×10- 1 9190×10- 8

第 7 步 2171×106 8190×102 7163×10- 1 4101×10- 8

第 9 步 1173×102 9212 1181×10- 3 1120×10- 12

第 11 步 1142 9147×10- 6 5157×10- 16

第 13 步 2144×102 3146×10- 3 5192×10- 13

第 15 步 - 1109×102 9150×10- 6

第 17 步 - 5143×102 1153×10- 4 3139×10- 16

第 19 步 - 1195×103 1133×10- 3 1181×10- 13

第 21 步 - 5110×103 2160×10- 2 1161×10- 10

4　结　论

笔者在一阶近似基础上, 推导出了基于替代方程组基础上的精确的应力更新公式、精确的

一致性弹塑性模量、精确的平衡方程及精确的一致性弹塑性切线刚度矩阵。由此, 形成了一整

套一阶近似意义上的有限变形弹塑性算法的精确表达公式。公式的精确性, 使牛顿迭代方法的

优势得以实现, 也就是说计算过程中能够达到二阶收敛率。

本文中所涉及的对张量函数的求导对于推导这套精确的表达公式是非常关键的, 但由于

篇幅的限制, 将在另文中作详细阐述。
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