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摘　要　在数值分析中B royden 方法具有一个非常重要的性质, 即用它求解 n 维线性方程组时, 至多 2n 步就

能达到精确解。笔者研究了将该方法用于求解线性方程组时的内在性质, 否定了一个自然的推测, 指出它在

解线性方程组时不是一个下降的算法, 即所得到的点列与方程组的解之间的距离在任何向量范数意义下都

不具有单调下降性。
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Abstract　B royden’s m ethods are one of the mo st impo rtan t m ethods in num erica l analysis.

T here is an essen t ia l natu re that the algo rithm s term inate in at mo st 2n step s on linear

p rob lem s w ith n variab les. T he p roperty of the algo rithm s on linear p rob lem s is studied and

the B royden’s m ethods have been p roved that they are no t descan t. M o re p recisely, the

distances betw een the sequences ob ta ined by so lving the linear p rob lem s and the so lu t ion s of

the linear p rob lem s do no t decrease under any vecto r no rm.
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在求解非线性方程组的迭代算法中,B royden 方法[1 ]迭代格式简单, 收敛速度快且数值稳

定性好, 因而成为求解非线性方程组应用最广且最有效的方法之一。鉴于它在数值分析上的重

要性, 许多学者对它做了更深入的研究。1979 年, Gay 在文献[ 2 ]中对B royden 方法的收敛性

做了深刻描述, 他指出B royden 方法应用于求解 n 维线性方程组时, 至多 2n 步收敛, 即从理论

上说, 至多 2n 步即可达到该线性方程组的解。而由于一般的迭代算法 (如N ew ton 法) 只能保

证收敛到解, 不能保证在有限步内达到解, 所以这个结论被公认为是一个惊人的结论。为了进

一步揭示该结论的含义,O ’L eary 在 1995 年从残差的角度重新对此给予了证明[3 ]。从她的证

明中, 可以看出B royden 方法在若干方面的确十分精巧。笔者也曾做过这方面的研究[4 ]。

众所周知, 和B royden 方法同属迭代算法类的共轭梯度法具有二次终止性, 这点与

B royden 方法解线性方程组类似, 而共轭梯度法是一个下降算法[5 ] , 人们自然猜想B royden 方

法也应该是一个下降算法, 至少在某种特定的度量下如此。意大利学者 Spedicato 教授就曾明



确提出需对此进行认真研究。笔者对用B royden 方法求解线性方程组时的内在性质进行了研

究, 否定了上述猜想。

1　Broyden 方法的迭代格式

考虑求解非线性方程组 F (x ) = 0, x ∈Rn (其中 F∶Rn→Rn 是可微函数)。B royden 方法首

先选取初始迭代点 x 0 和初始非奇异矩阵H 0 来作为方程组的解和初始点的Jacob ian 逆矩阵的

近似。其迭代格式为

x k+ 1= x k + sk ,

H k+ 1= H k + (sk - H ky k ) v
T
k ,

其中: sk = - H kF (x k ) , y k = F (x k+ 1) - F (x k ) , v
T
k y k = 1。

选取特定的 v k 可以得到B royden 算法类中的不同算法。特别的, 当取 v k 与 sk 同方向时,

即为好的B royden 方法[3 ]。

考虑用B royden 方法求解 n 维线性方程组

g (x ) = A x - b, (1)

其中A∈Rn×n非奇异, b∈Rn。在B royden 方法解非线性方程组的迭代格式基础上, 解线性方程

组的迭代格式如下

1)选取初始迭代点 x 0 和初始迭代矩阵H 0;

2)计算 g k = A x k - b, 如果 g k = 0, 则停止;

3)计算 sk = - H kg k , x k+ 1= x k - H kg k , y k = g k+ 1- g k;

4)如果 y k = 0, 则令H k+ 1= H k , 否则选 v k 满足 v
T
k y k = 1 且 v

T
k g k≠0;

5)修正H k 为H k+ 1= H k + (sk - H ky k ) v
T
k ;

6)令 k = k+ 1, 转 2)。

用B royden 方法解式 (1)所得到的点列记为

{x 0, x 1, ⋯, x K } (2)

其中 1≤K ≤2n。

2　主要定理

定义　如果存在某种向量范数úõú , 使点列式 (2) 满足对任意的 k (0≤k≤K ) 都有úx k+ 1-

x
3 ú≤úx k - x

3 ú , 则称用B royden 方法解线性方程组 (1)具有单调下降性。

定理　用B royden 方法解线性方程组 (1)时, 不具有单调下降性。

证明　笔者通过构造下面例子来证明此定理。考虑用B royden 方法求解

g (x ) =
1 2

0 3

x
(1)

x
(2)

(3)

取初始点 x 0= (1, 1) T , 初始阵H 0=
1 0

0 1
, 则 g 0= (3, 3) T。

第 1 步: 计算 x 1 = x 0 - H 0g 0 = (- 2, - 2) T , g 1 = (- 6, - 6) T , s0 = x 1 - x 0 = (- 3, - 3) T ,

y 0= g 1 - g 0 = ( - 9, - 9) T , 取 v 0 = ( - 1ö18, - 1ö18) T , 得到 H 1 = H 0 + ( s0 - H 0y 0 ) v
T
0 =
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2ö3 - 1ö3

- 1ö3 2ö3
。

第 2 步: 计算 x 2= x 1- H 1g 1= (0, 0) T。

在上述例子中, 迭代 2 次就达到了式 (3)的解 x
3 = (0, 0) T。在迭代过程中, 选取的 v 0 与 s0

方向相同, 因而是好的B royden 方法。得到的点列是

x 0= (1, 1) T , x 1= (- 2, - 2) T , x 2= x 3 = (0, 0) T (4)

式 (4)中 x 0, x 1, x
3 3 点共线, 且有 x 1- x

3 = - 2 (x 0- x
3 ) , 对任意的向量范数, 由其齐次性可知

úx 1- x
3 ú= 2úx 0- x

3 ú

由此可见用B royden 方法解式 (3)不具有单调下降性。定理由此可证。

3　结　论

通过本文中所构造的例子证明了用B royden 方法解线性方程时, 所得到的点列与解之间

的距离在任何范数意义下都不具有单调下降性。
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