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摘　要　在假设弹性系数为常数的前提下,采用有限变形弹塑性有限元法,研究了单向压缩时如何用简单的

幂次本构关系来逼近载荷2位移实验曲线。将这一本构关系推广到多维弹塑性大变形,用于解决金属成型问题

时,受变形大小的限制;改用具有能量共轭关系的旋转克希霍夫应力和对数应变进行计算,则不受变形大小的

限制,可得到满意的计算结果。
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Abstract　A ssum ing that the elast ic coeff icien t is a con stan t, u sing the elastop last ic f in ite

elem en t a lgo rithm s, and simp le pow er harden ing con st itu t ive rela t ion, the load2disp lacem en t

cu rve is ob ta ined fo r one dim en sional. T he con st itu t ive rela t ion fo r tw o dim en sional

elastop last ic f in ite defo rm at ion can be ex tended and can be u sed to so lve the p ro tem w hen the

m eta l fo rg ing p rocesses w ith the rest rict ion of the degree of defo rm at ion. T he ro ta ted

K irchho lff’s st ress and logarithm ic st ra in can be u sed to overcom e th is defect, and the good

resu lts can be ob ta ined.
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在金属成型过程中,材料在模腔内的变形机制很复杂,伴随着很大的塑性变形,是材料非

线性和几何非线性的双重非线性问题。对于此问题,通常的解法是采用刚塑性模型或弹塑性模

型的小变形算法,这 2种算法都需要在步长很小的情况下完成[1, 2 ] ,当变形较大时,需要重复迭

代多次,计算速度慢,耗费机时。笔者采用有限变形弹塑性有限元法对此问题进行了研究。

1　单向压缩本构关系

用有限变形理论研究金属的塑性成型问题,关键在于确定材料的本构关系。在有限变形理
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论中有多种配对的应力应变,一般认为,针对同一问题的不同配对要给出相同的载荷2位移曲
线,则要求用不同的本构关系[3 ]。

111　欧拉应力2阿耳曼西应变
欧拉应力和阿耳曼西应变是以现时坐标为基准定义的,对于进入塑性状态的大多数金属

材料来说,体积是近似不可压缩的,笔者认为用下列幂次形式的本构关系来逼近某些金属 (例

如,铅)的实验数据非常容易,本构关系为

Ρx öΡs= - [ 1+ c (ûex û - Εs) b ] (1)

其中: Ρx 为欧拉应力,M Pa; Ρs为屈服应力,M Pa; ex 为阿耳曼西应变; Εs为屈服应力对应的应变

值,它是一个很小的数; b和 c是 2个参数,可以根据载荷2位移实验值回归得到。根据欧拉应力
和阿尔曼西应变的定义,可得

p =
- 1

1+ u
1+ c

1
2

1
(1+ u ) 2- 1 - Εs

b

其中: p 为引入参数, 量纲 1, p = P ö(ΡsA 0) , 这里 P 为载荷值, N ; A 0 为变形前的横截面积,

mm 2; u 为下压率, u= ( l0- l) öl0; l0 和 l分别为试件变形前后的长度,mm。

以金属铅为例,取 Εs= 01001,经回归计算,取 b= 0112, c= 0142可得到不同下压率下 p 的

计算值。计算值与实验值[2 ]数值接近 (表 1)。可见,可以用阿尔曼西应变和欧拉应力幂次形式

的本构关系来逼近实验数据;进一步,将这一本构关系推广到多维时形式简单,计算比较容易。

表 1　不同下压率下 p 的实验值与计算值

u 实验值[2 ]
计算值

用阿尔曼西应变计算 用格林应变计算 用对数应变计算

011 11469 11470 11457 11420

012 11700 11700 11710 11685

013 11990 11983 11997 11998

014 21367 21357 21369 21404

015 21876 21882 21876 21967

016 31650 31680 31627 31811

112　克希霍夫应力2格林应变
克希霍夫应力和格林应变是定义在初始位形上的应力应变,若采用与式 (1)类似的幂次本

构关系,则难以得到与实验数据一致的曲线。笔者经过试探,认为应采用如下形式的本构关系

来逼近实验数据,即

S x

Ρs
= -

1+ c (ûE x û - Εs) b

1- 2ûE x û
(2)

其中: S x 是克希霍夫应力,M Pa; E x 是格林应变; b和 c是 2个参数,可以根据载荷2位移实验值
回归得到。根据克希霍夫应力和格林应变的定义,得

p =
- 1

1+ u
1+

1
2

c[ 1- (1+ u ) 2 ]- Εs

b

以金属铅为例,经回归计算,取 b= 0124, c= 01552 2,计算结果见表 1。克希霍夫应力和格

林应变之间的本构关系并非简单的幂次关系,在推广到多维时,形式复杂,一般不易计算。
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2　用阿尔曼西应变研究不可压材料时出现的问题

尽管用阿尔曼西应变和欧拉应力可以采用简单的幂次本构关系来逼近实验数据,但在计

算过程中,存在一定的局限性,即当变形较大时,计算无法继续,下面以单向压缩为例说明。

在单向压缩时,设 x , y , z 方向的原始尺寸为 l0, a0, b0,变形后为 l, a , b,则不可压条件为

l0a0b0= lab (3)

x , y , z 方向上的阿尔曼西应变 Εx , Εy , Εz 分别为

Εx =
1
2

1-
l0

l

2

, Εy =
1
2

1-
a0

a

2

, Εz =
1
2

1-
b0

b

2

(4)

将式 (4)代入式 (3) ,得不可压条件为

(1- 2Εx ) (1- 2Εy ) (1- 2Εz ) = 1 (5)

在建立有限变形本构关系时,目前在理论上多采用小变形时的关系,这其中隐含了关系

Εx + Εy + Εz = 0,该关系式与不可压条件式 (5)是不等价的。

211　正方形杆单向压缩问题

正方形杆的压缩与平面应力问题有关。这时有 a0= b0, Εy = Εz ,式 (5)变为 (1- 2Εy ) 2 (1-

2Εx ) = 1或 v = aöa0= ( löl0) 1ö2,其中 löl0= 1- u ,这里 u 是下压率,量纲 1, v 是横向扩张率,量

纲 1。

　　在有限变形本构关系中,借用了小变形时的关系S ij = (2Ρö3 e) Εij和 S ij = Ρij - (Ρiiö3) ∆ij ( i=

1, 2, 3; j = 1, 2, 3)。其中: S ij是欧拉应力偏量,M Pa; Εij是阿尔曼西应变; Ρ和 e分别为等效应力

表 2　平面应力问题中不同下压率下 v 的

理论值与计算值

u 理论值
计算值

用阿尔曼西应变计算 用对数应变计算

011 11054 11064 11054

012 11118 11180 11118

013 11195 11444 11195

014 11291 31000 11291

015 11414 - 11414

和等效应变; Ρij为欧拉应力,M Pa; ∆ij为

克罗内克尔符号。对于平面应力问题,取

Ρz = 0, 单向压缩时, Ρy = 0, 得 Εy = -
1
2

Εx ,于是 v = aöa0 = (1- 2Εy ) - 1ö2 = (1+

Εx ) - 1ö2 = {1+ 2- 1 [ 1- ( l0öl) 2 ]}- 1ö2 = {2

[ 3- (1- u ) - 2 ]- 1}1ö2。当 u= 01432时, v

→∞。u 与 v 之间的关系见表 2。

表 3　平面应变问题中不同下压率下 v 的

理论值与计算值

u 理论值
计算值

用阿尔曼西应变计算 用对数应变计算

011 11111 11143 11111

012 11250 11512 11250

013 11429 - 11429

014 11667 - 11667

015 21000 - 21000

212　z 方向有约束的单向压缩问题

z 方向有约束的单向压缩问题对应

于平面应变情况,有 Εz = 0, b= b0,式 (3)

变为 (aöa0) ( löl0) = 1,即 v = 1ö(1- u )。

在有限变形本构关系中,仍采用小

变形时的本构关系 S ij = (2Ρö3e) Εij ,由于

Εx + Εy + Εz = 0和 Εz = 0,则有 Εy = - Εx ,于

是 v = aöa0= (1- 2Εy ) - 1ö2= (1+ 2Εx ) - 1ö2

= [ 2- (1- u ) - 2 ]- 1ö2。当 u= 01293时, v

→∞。计算结果见表 3。

表 2和表 3说明用阿尔曼西应变研
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究单向压缩问题时,受到变形大小的限制;笔者用程序对单向压缩变形进行计算也证明了这一

点,这与文献[ 3 ]的结论是一致的。

3　对数应变的使用

阿尔曼西应变所以被采用,是因为应力应变用幂次强化规律时,能够较好地逼近金属压缩

时的载荷2位移实验曲线,但由于使用上的限制,应该找一种能用幂次强化规律,而又不受限制

的应力应变配对。根据文献[ 4 ],具有能量共轭关系的旋转克希霍夫应力和对数应变可以实现

这种要求。

对数应变在 x , y 和 z 这 3个方向上的定义 E x , E y 和 E z 分别为

E x = ln ( löl0) , E y = ln (aöa0) , E z = ln (böb0) (6)

根据式 (6) ,有 E x + E y + E z = ln ( laböl0a0b0) = 0,该式与不可压条件 E x + E y + E z = 0完全统一,

将小应变时的本构关系推广到有限变形时不会遇到困难。但式 (6)的对数应变只适用于主轴方

向,如果 x , y , z 不是主轴方向,则 E x , E y , E z 要先按主轴方向定义出的对数应变 E 1, E 2, E 3,由

应变转换公式得出。在采用旋转克希霍夫应力和对数应变为幂次规律后, 有 Ρx öΡs = 1+

c (ûE x û - Εs) b,可得 p = (1- u ) - 1{1+ c[ - ln (1- u ) - Εs ]b}。

以铅为例,取 b= 0129, c= 01538, p 的计算值见表 1。用对数应变计算平面应力问题和平

面应变问题的结果分别见表 2和表 3。

4　平面问题有限元法

采用单向压缩时金属材料的幂次本构关系,用多维时的等效应变代替单向应变,用等效应

力代替单向应力,假设材料在变形过程中体积不可压缩,推广到多维弹塑性大变形本构关系,

进而得到平面应力和平面应变的本构关系。

按照M ises等向强化模型,在比例加载的条件下,本构关系可推广为

Ρ= Ρs+ c (ûeû - Εs) b

由于联系应力应变的几何矩阵D 是等效应变 e的函数,所以首先要找出联系应力增量 dΡ
与应变增量 de的切线几何矩阵D t,使得 dΡ= D tde,然后构造切线刚度矩阵,用牛顿2拉夫森方
法迭代求解。由虚功原理,可得单元体的平衡方程

Ω= P - d κB T ΡdetJ dA 0 (7)

其中: Ω为残余力矩阵, P 为不平衡力矩阵, d 为单元现时厚度,B 为应变几何矩阵, Ρ为应力矩
阵, detJ 为雅可比矩阵行列式的值,A 0 为变形前单元面积。根据式 (7) ,可得增量形式的平衡方

程为

∃Ω= P - d κB
T ∃ΡdetJ dA 0+ d κ∃B

T ΡdetJ dA 0= K t∃ u

其中: ∃Ω为残余力增量矩阵, ∃Ρ为应力增量矩阵, ∃B 为应变增量几何矩阵, K t 为切线刚度矩

阵, ∃u 为位移增量矩阵。

5　数值结果

以铅条 (断面取为正方形)平面应变压缩变形为例,用根据有限变形弹塑性有限元法所编
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程序进行了计算,得到在压缩过程中作用在变形物体上的 p 值与下压率的关系,和其他多种

方法所得结果对比见图 1。用本文所述的阿尔曼西应变和对数应变进行计算,结果见图 2。可

见用阿尔曼西应变计算有局限性,而用对数应变计算则可以一直进行下去。

图 1　几何方法所得 p 值与下压率关系比较 图 2　下压率增大时 p 值的计算结果

6　结　论

该研究是以金属铅压缩实验结果为基础而进行的。一般来讲,假设弹性系数为常数,金属

为各向同性,在成型过程中体积不变,且屈服面等向强化,在小变形时,当应力超过屈服极限以

后应力应变之间关系为幂次强化关系,则可以得到以下结论: 1) 用有限变形弹塑性有限元法

解决金属成型问题,可以在大步长的情况下得到较好的结果。2) 阿尔曼西应变和欧拉应力可

以用简单的幂次本构关系逼近压缩时的载荷2位移实验曲线。3) 用阿尔曼西应变求解平面应

力或平面应变问题,受到变形限制; 改用具有能量共轭关系的旋转克希霍夫应力和对数应变,

采用幂次强化本构关系进行计算,可以得到满意的计算结果。
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