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摘　要　给出了非线性最小二乘问题的结构 p 步牛顿算法, 分析了该算法的效率, 结果表明, 对零残差问题

新算法具有 q22 阶收敛速率, 与牛顿法具有相同的收敛速率, 由于新算法只需计算近似海赛矩阵, 所以, 其效

应比牛顿法高; 对于非零残差问题新算法具有 p 步 p + 1 阶收敛速率, 其效率至少与牛顿法相同。
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Structured p - step Newton A lgor ithm for Non l inear

L east Square Problem s

W ang L aisheng　Zhen L ing
(Co llege of A pp lied Engineering Sciences, CAU )

Abstract　A structu red p 2step N ew ton algo rithm fo r non linear least square p rob lem s is

developed. T he eff iciency of the algo rithm is analysed. Fo r zero residual p rob lem its

convergence ra te is q22 o rder, w h ich is the sam e w ith that of N ew ton algo rithm. Since the

H essian m atrix is ca lcu la ted app rop ria tely, the eff iciency of th is a lgo rithm is h igher than that

of N ew ton m ethod; Fo r non2zero residual p rob lem its convergence ra te is p 2step p + 1 o rder,

the eff iciency of th is a lgo rithm is a t least as h igh as that of N ew ton m ethod.
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考虑非线性最小二乘问题

m in
x∈Rn

f (x ) =
1
2

úR (x ) ú 2=
1
2 ∑

m

i= 1
[ r i (x ) ]2　 (m > n) (1)

其中

R (x ) = [ r1 (x ) , r2 (x ) , ⋯, rm (x ) ]T

这里 ri (x ) ( i= 1, 2, ⋯, m )为一般非线性函数, R (x )用来表示点 x 处的残差。记作:

J (x ) = [5ri (x ) ö5x j ]

g (x ) = J (x ) T
R (x )

H (x ) = ý 2
f (x ) = J (x ) T

J (x ) + ∑
m

i= 1
r i (x ) ý 2

r i (x ) = C (x ) + S (x )

其中: J (x ) 表示 R (x ) 的 Jacob i 矩阵, g (x ) 表示 f (x ) 的梯度, H (x ) 是 f (x ) 的海赛矩阵,



C (x ) = J (x ) T
J (x ) , S (x ) = ∑

m

i= 1
ri (x ) ý 2

ri (x )。

笔者针对非线性最小二乘问题[1, 2 ] , 构造了结构 p 步牛顿法。下面, 首先给出结构 p 步牛

顿迭代算法, 然后进行收敛性证明。

1　结构 p 步牛顿法

结构 p 步牛顿法算法如下。

第 1 步, 给定初始点 x
0, 整数 p ≥1, 置 k= 0;

第 2 步, 若úý f (x
k ) ú= 0, 停, 否则, 转下步;

第 3 步, 令

x k , 0= x k

B k , 0= ý 2f (x k , 0)

x k , 1= x k , 0- (B k , 0) - 1ý f (x k , 0)

B k , i= J (x k , i) TJ (x k , i) + úR (x k , i) ú S (x k , 0)
úR (x k , 0) ú

x k , i+ 1= x k , i- (B k , i) - 1ý f (x k , i) , i= 1, 2, ⋯, p - 1

x k+ 1= x k , p

(2)

第 4 步, 令 k = k+ 1, 转入第 2 步。

算法产生的点列为{x
k }。为了简单而直观, 第 3 步用双上标来表示。第 2 个上标为 0 时表

示算法在 x
k 点, 即 x

k , 0处采用牛顿步, 当 0< i< p 时表示在 x
k , i处采用简化结构牛顿步, 算法中

参数 p 是第 3 步中子迭代的次数。从 x
k 到 x

k+ 1的 p 步中, 对海赛矩阵H (x )中 S (x )部分只计

算一次, 得S (x
k )。由于H (x )的线性部分 J (x ) T

J (x )相对容易计算, 从计算量上讲, 由式 (2)构

造B
k , i比直接计算容易得多。

2　p 步牛顿法的收敛性

为了考虑算法的收敛性, 做如下假设:

A 1　x
3 是问题 (1)的解;

A 2　记D = {x ûúx - x
3 ú< Ε}, 其中 Ε是充分小的正数。在D 内H (x ) , C (x ) , J (x ) , R (x )

及 S (x )为L ip sch itz 连续,L ip sch itz 常数为L ;

A 3　ý 2
f (x

3 )是对称正定矩阵。

下面定理 1 说明上述算法中由式 (2)给定的近似海赛矩阵是正定的, 从而算法可行。

定理 1　在假设 (A 1～A 3) 成立的条件下, 则存在正数 ∆1, 当úx 1- x
3 ú和úx 2- x

3 ú同时小

于 ∆1 时, 矩阵

B = J (x
1) T

J (x
1) + úR (x

1) ú S (x 2)
úR (x 2) ú

正定。

证明　因为ý 2
f (x

3 )正定, 所以存在数M 1> 0, 使任意 y∈Rn 且 y≠0, 有

ûy
T ý 2

f (x
3 ) yû> M 1úyú 2 (3)
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又

ûy
T (B - ý 2

f (x
3 ) ) y û≤úyú 2ú (B - ý 2

f (x
3 ) ) ú≤

úyú 2 (úC (x 1) - C (x
3 ) ú+ ú úR (x 1) ú

úR (x 2) úS (x 2) - S (x
3 ) ú ) (4)

情况 1: 若R (x
3 ) = 0, 则 S (x

3 ) = 0。这时, 存在正数 ∆1
1 和M 2, 当úx 1- x

3 ú和úx 2- x
3 ú同

时小于 ∆1
1 时, 有

úý 2
r i (x 2) ú≤M 2

注意到

û r i (x 2) û
úR (x 2) ú≤1

从而有

ú úR (x 1) ú
úR (x 2) úS (x 2) ú= úúR (x 1) ú ∑

m

i= 1

r i (x )
úR (x 2) ú ý 2

r i (x ) ú≤mM 2úR (x 1) ú (5)

由假设A 2, 式 (4)和 (5)可得

ûy
T (B - ý 2

f (x
3 ) ) yû≤úyú 2 (úC (x 1) - C (x

3 ) ú+ mM 2úR (x 1) ú ) =

úyú 2 (úC (x 1) - C (x
3 ) ú+ mM 2úR (x 1) - R (x

3 ) ú )≤

L (1+ mM 2) úx 1- x
3 úúyú 2 (6)

情况 2: 若R (x
3 ) ≠0, 则存在正数 ∆2

1,M 3 和M 4, 当ú x 1- x
3 ú和ú x 2- x

3 ú同时小于 ∆2
1 时,

有

M 3≤úR (x 1) ú≤M 4

M 3≤úR (x 2) ú≤M 4

ú úR (x 1) ú
úR (x 2) úS (x 2) - S (x

3 ) ú=

úúR (x 1) ú (S (x 2) - S (x 3 ) ) - (úR (x 2) ú - úR (x 1) ú )S (x 3 ) ú
úR (x 2) ú ≤

M 4

M 3
L úx 2- x

3 ú+
M 4

M 3
L (úx 2- x

3 ú+ úx 1- x
3 ú ) (7)

由式 (4)和 (7)得

ûyT (B - ý 2
f (x

3 ) ) yû≤ (1+
M 4

M 3
)L úx 1- x

3 úúyú 2+ 2
M 4

M 3
L úx 2- x

3 úúyú 2 (8)

综合上述 2 种情况, 由式 (6)和式 (8)可知, 存在

∆1< m in{∆1
1, ∆2

1}

当úx 1- x
3 ú和úx 2- x

3 ú同时小于 ∆1 时, 有

ûy
T (B - ý 2

f (x
3 ) ) yû≤ 1

2M 1úyú 2

结合式 (3)得

yTBy≥
1
2M 1úyú 2

即B 正定。
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定理 2　在假设A 1～A 3 成立的条件下, 则存在正数 ∆2, 当úx
k - x

3 ú < ∆2 时, 算法中第 3

步产生的点 x
k , i+ 1满足

úx
k , i+ 1- x

3 ú< K úx
k , i- x

3 ú , i= 0, 1, ⋯, p - 1 (9)

其中 0≤K ≤1。

证明　当 i= 0 时, x
k , 1由牛顿步产生, 从而存在数 ∆1

2> 0 和 0≤K 1≤1, 使得当úx
k - x

3 ú <

∆1
2 时, 有

úx
k , 1- x

3 ú≤K 1úx
k , 0- x

3 ú (10)

当 i= 1 时, 有

ý 2
f (x

k , 1) - B
k , 1= S (x

k , 1) -
úR (x k , 1) ú
úR (x k ) ú S (x

k ) =

S (x
k , 1) - S (x

k ) +
úR (x k ) úS (x k ) - S (x k ) úR (x k , 1) ú

úR (x k ) ú
利用假设A 2, 两边取范数得

úý 2
f (x

k , 1) - B
k , 1ú= úS (x

k , 1) - S (x
k ) ú+

úS (x k ) úõûúR (x k , 1) ú - úR (x k ) úû
úR (x k ) ú ≤

(1+ M 5)L úx
k , 1- x

k ú (11)

其中:M 5 为
úR (x k+ 1) ú
úR (x k ) ú 的上界, 这里úx

k - x
3 ú< ∆1

2。由式 (11) 及文献[ 3 ]中的定理 51411, 存在

正数M 6 使

úx
k , 2- x

3 ú≤M 6 [ úx
k , 1- x

3 ú 2+ úý 2
f (x

k , 1) - B
k , 1úõúx

k , 1- x
3 ú ]≤

M 6 [ úx
k , 1- x

3 ú 2+ (1+ M 5)L úx
k , 1- x

k úúx
k , 1- x

3 ú ] (12)

取

∆2= m in ∆1
2,

1
2M 6 (1+ M 5)L

则当úx
k - x

3 ú< ∆2 时, 有

úx
k , 2- x

3 ú≤M 6 (1+ M 5)L ∆2úx
k , 1- x

3 ú

对 i= 2, 3, ⋯, p - 1, 有类似结论, 不妨仍记为

úx
k , i+ 1- x

3 ú≤M 6 (1+ M 5)L ∆2úx
k , 1- x

3 ú

取

K = m ax{K 1,M 6 (1+ M 5)L ∆2}

即得式 (9)。

定理 3　假设A 1～A 3 成立, 则存在正数 ∆3, 当úx
0- x

3 ú < ∆3 时, 算法中第 3 步产生的点

{x
k }收敛于 x

3 , 且收敛速率至少为 p + 1 阶。

证明　当úx
0- x

3 ú< ∆2 时, 由定理 2 知

úx
k+ 1- x

3 ú≤K
p úx

k - x
3 ú< K úx

k - x
3 ú

且牛顿步一定满足

úx
k , 1- x

3 ú≤K 1úx
k , 0- x

3 ú
这里 K 1≤1, 从而{x

k }收敛于 x
3 。

对于 i= 1, 2, ⋯, p - 1, 类似于式 (12) , 于是有
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úx
k , i+ 1- x

3 ú≤M 6 [ úx
k , i- x

3 ú 2+ (1+ M 5)L úx
k , i- x

k úúx
k , 1- x

3 ú ]≤

M 6 [ 1+ (1+ M 5)L ]úx
k , i- x

3 ú 2+ M 6 (1+ M 5)L úx
k - x

3 úúx
k , i- x

3 ú≤

M 7úx
k - x

3 úúx
k , i- x

3 ú (13)

这里M 7= 2M 6 [ 1+ (1+ M 5)L ]。由式 (13)得

úx
k+ 1- x

3 ú= úx
k , p - x

3 ú≤M 7 (úx
k , p - 1- x

3 úúx
k - x

3 ú )≤

M
p - 1
7 úx

k - x
3 ú p - 1úx

k , 1- x
3 ú (14)

由于 x
k , 1是牛顿步所产生, 所以存在 0< ∆3≤∆2 和M 8> 0, 当úx

k - x
3 ú< ∆3 时, 有

úx
k+ 1- x

3 ú< M 8úx
k - x

3 ú 2 (15)

由式 (14)和 (15)得

úx
k+ 1- x

3 ú< M
p - 1
7 M 8úx

k - x
3 ú p + 1

所以{x
k }的收敛速率为 p + 1。

定理 4　当R (x
3 ) = 0 时, 算法产生的点列{x

k }收敛于 x
3 , 且收敛速率为 2p 阶。

证明　收敛性由定理 3 得证, 下面证明收敛速率。

首先证明 k 充分大时, 存在正数M 9, 使得

úý 2
f (x

3 ) - B k , iú≤M 9úx
k , i- x

3 ú　i= 1, 2, ⋯, p - 1 (16)

因为R (x
3 ) = 0, 从而有

úý 2
f (x

3 ) - B
k , iú= úJ (x

3 ) T
J (x

3 ) - J (x
k , i) T

J (x
k , i) -

úR (x k , i) ú
úR (x k ) ú S (x

k )≤

úJ (x
3 ) T

J (x
3 ) - J (x

k , i) T
J (x

k , i) ú+ úR (x
k , i) ú úS (x k ) ú

úR (x k ) ú
(17)

和

úR (x
k , i) ú= úR (x

k , i) - R (x
3 ) ú≤L úx

k , i- x
3 ú

并且úS (x k ) ú
úR (x k ) ú有界, 由式 (17) , 存在M 9> 0, 使式 (16)成立。

因为

úx
k , i+ 1- x

3 ú= úx
k , i- (B k , i) - 1ý f (x

k , i) - x
3 ú≤

ú (B k , i) - 1úúB
k , i (x

k , i- x
3 ) - ý f (x

k , i) ú≤
ú (B k , i) - 1ú [ úý f (x

k , i) - ý f (x
3 ) - ý 2

f (x
3 ) (x

k , i- x
3 ) ú+

ú (ý 2
f (x

k , i) - B k , i) (x
k , i- x

3 ) ú ]

注意到 k 充分大时, 有

úý f (x
k , i) - ý f (x

3 ) - ý 2
f (x

3 ) (x
k , i- x

3 ) ú= O (úx
k , i- x

3 ú 2)

及式 (16) , 所以存在正数M 10, 使得当 k 充分大时, 有

úx
k , i+ 1- x

3 ú≤M 10úx
k , i- x

3 ú 2　i= 1, 2, ⋯, p - 1 (18)

又 x
k , 1是牛顿法产生, 从而存在正数M 11, 使得当 k 充分大时, 有

úx
k+ 1- x

3 ú≤M 11úx
k - x

3 ú 2p

即{x
k }的收敛速率为 2p。

定理 4 表明对于零残差问题, 新算法具有 2p 收敛速率。把 x
k 看作由 x

k- 1进行 p 步迭代产

生, 从式 (18)知, 这实质上是一步二阶收敛, 和牛顿法、高斯牛顿法的收敛速率相同。对于非零
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残差问题, 由定理 3 知, 新算法超线性收敛, 具有 p 步 p + 1 阶收敛速率。

3　效率分析

评价一个算法的优劣, 可以看其效率的高低。一个算法的效率可用下式[3 ]表示

Γ=
lnΑ
W

(19)

其中: Γ表示算法的效率; Α为收敛速率;W 为从 x
k 到 x

k+ 1的计算量, 它包括海赛矩阵ý 2
f (x )

(或B )的计算量, 梯度ý f (x )的计算量和求解线性方程组的计算量。

对于零残差问题, 新算法的收敛速率与牛顿法相同; 但由于平均每次迭代的计算量要比牛

顿法少 (新算法只需计算近似海赛矩阵) , 所以由式 (19)可知其效率要高。对非零残差问题新算

法具有 p 步 p + 1 阶收敛速率, 其效率至少与牛顿法相同。新算法中参数 p 的选取将在以后进

行研究。
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