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摘　要　在非线性静力结构变形跟踪技术的研究中, 弧长算法在理论上有较明显的优势, 但自身存在一些问

题。本文中针对这些问题对以下方面做了改进: 1)跟踪方向的判定; 2)荷载增量因数的计算与选择; 3)弧长调

节因数的改进。最后给出算例验证了改进后方法的有效性。
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The Im provem en t of the Arc- length Com puta tion M ethods
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Abstract　L o ts of m ethods w ere developed in st ructu ra l non linear t racing analysis, and the

A rc2length m ethod has been found to have mo re advan tageou s among them. Bu t severa l

o ther p rob lem s have arisen due to the featu res of th is m ethod. T he m ain resu lts p resen ted in

th is paper are: (1) the determ inat ion of t racing direct ion; (2) the calcu la t ion and cho ice of

load increm en ta l modu lu s; (3) the imp rovem en t of A rc2length modif ied modu lu s. F inally,

severa l examp les are given to p rove the eff iciency of the modif ied m ethod.
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对结构进行变形全过程的非线性跟踪分析, 是全面了解结构受力性能所必须进行的一项

复杂工作。荷载控制法和位移控制法是非线性分析中早期常用的方法, 但自身都存在一些缺

陷。弧长控制法是目前广泛采用的非线性跟踪算法, 它具有非常明显的优点, 有比较好的跟踪

性能, 因而许多学者对这种方法产生了浓厚的兴趣, 他们的研究工作促进了该算法的发展与完

善。笔者对该算法进行了研究, 并提出了几点改进方法。

1　弧长算法的基本方程

一般的非线性静力结构受力平衡方程可表示为

5 (x , Κ) = F (x ) - Κp = 0 (1)

式中: x 为位移向量; Κ为荷载因数; p 为单位外部荷载向量; F (x )为内部力向量。对式 (1)进行

一阶泰勒展开

5 0 (x , Κ) + [55 (x , Κ) ö5x ]∆x+ [55 (x , Κ) ö5Κ]∆Κ= 0
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其中 55 (x , Κ) ö5x= 5F (x ) ö5x= K t 是 n×n 阶切线刚度矩阵, 55 (x , Κ) ö5Κ= - p。

整理后得

K t∆x= p ∆Κ+ (- 5 0 (x , Κ) ) (2)

设 7 res= - 5 0 (x , Κ) , 即不平衡力向量, 又取 K t∆xnb1= p , K t∆xnb2= 7 res, ∆xnb1, ∆xnb2为不平衡力对

应的增量位移向量; 则位移增量方程

∆x= ∆Κ∆xnb1+ ∆x nb2 (3)

本文中假设待求位移数为N , 但方程组 (2)的N 个方程中共有N + 1 个未知数, 故此方程

组无解, 必须再加一个约束方程才能求解。假设约束方程的形式为

C (∆x , 5Κ) = 0 (4)

不同的约束方程形成了不同的弧长控制方法。

2　弧长算法跟踪方向的判别准则

弧长算法在非线性静力结构问题的路径跟踪程序中应用非常广泛, 通过附加一个约束方

程, 就可以应用迭代方法求解收敛点; 但是, 如果迭代方向判断错误, 将导致所谓的跟踪返回现

象, 因此迭代方向的判别法对于弧长算法非常重要, 其关键点就是对每一增量步的最初迭代方

向的判别。现有的判别准则主要有: 1) 根据当前刚度因数 S p 符号的改变来判别[1 ]; 2) 根据 S p

和对特征值的分析联合判别[2 ]; 3)根据当前刚度矩阵雅克比行列式符号的改变来判别[2 ]; 4) 根

据 S p 和增量功联合判别[3 ]。

已有研究证明判别准则 1) 和 4) 稳定性较差, 2) 则需要有关结构的特征谱分析, 这将加大

计算的费用, 除非需要对分岔路径进行跟踪, 否则一般不用。一般来说, 3)比较有效, 但有时雅

克比行列式符号的改变并不一定代表跟踪方向的改变。本文中提出了另一种判别准则。

将N 个位移变量和荷载因数 Κ看作N + 1 维空间的N + 1 个坐标值, 将结构位移荷载平

衡曲线看作N + 1 维空间曲线, 由于结构变形的连续性, 平衡曲线的一阶偏导数连续。

图 1　跟踪方向判别法示意图

本文中用平面曲线简单描述空间曲线的连续性 (图

1)。可以看出, 相邻 2 点 1, 2 处的切线 a , b 的夹角为锐角,

即 ab> 0; 推广到N + 1 维空间后得到
(∃x

I , ∃ΚI
p ) T (∃x

I+ 1
0 , ∃ΚI+ 1

0 p ) > 0

式中: (∃x
I , ∃ΚI

p ) 为第 I 次加载收敛后计算所得位移荷载

增量值; (∃x
I + 1
0 , ∃ΚI+ 1

0 p )为第 I + 1 次加载时第 1 次迭代所

得位移荷载增量值。I , I - 1, I + 1 分别表示第 I , I - 1, I +

1 个加载步收敛后, 全文同。

在一定的步长范围内, 如不满足此条件, 则将 (∃x I + 1
0 ,

∃ΚI + 1
0 p )方向取反, 以使条件得到满足; 若步长过大, 应减小步长后进行判别。对数个算例的分

析结果说明, 此判别准则可靠, 且计算量较小, 应用效率较高。

3　荷载增量因数的计算与根的选择

可将约束方程粗略地分为一次方程和二次方程形式。一般来说, 一次方程表达式和计算都

很简单, 但稳定性较差; 二次方程表达式和计算虽然复杂, 但其良好的稳定性是一次方程所无
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法比拟的, 因而二次方程在弧长跟踪法中广泛采用。本文中即采用二次方程。将约束方程描述

为N + 1 维球面, 以已知平衡点作为空间球心, 所得增量弧长 l 为半径列出约束方程

(∃x
J , ∃ΚJ ) T (∃x

J , ∃ΚJ ) = l
2 (5)

式中 J 表示某加载步第 J 次迭代所得增量值。将式 (3)代入式 (5)简化后得

A (∆Κ) 2+ B ∆Κ+ C = 0

式中: A = 1+ (∆xJ
nb1 ) T (∆xJ

nb1 ) , B = 2 [ (∆xJ
nb2 + ∃xJ - 1 ) T (∆xJ

nb2 ) + ∃ΚJ - 1 ], C = (∃xJ - 1 + ∆xJ
nb2 ) T

(∃xJ - 1+ ∆xJ
nb2) + (∃ΚJ - 1) 2- l

2。由此可求得 2 个荷载增量系数 ∆Κ1, 2, 位移荷载更新式为

∆xJ
1, 2= ∆Κ1, 2∆xnb1+ ∆x nb2

∃xJ
1, 2= ∃xJ - 1+ ∆xJ

1, 2

∃ΚJ
1, 2= ∃ΚJ - 1+ ∆ΚJ

1, 2

图 2　荷载因数的选择示意图

图 2 示出只有 1 个位移量和荷载因数时的求解及选择荷载

增量因数的简单图形解释。荷载位移路径与约束方程所形成的

以已知点 I 为中心, 以 l 为半径的圆相交于 1, 2 两点。由式 (5)解

出的 2 个根 ∆Κ1 和 ∆Κ2, 即为图 2 中的 ∃Κ1 和 ∃Κ2, 相应的位移增

量为 ∃x 1 和 ∃x 2; 但是, 这 2 个根不都符合弧长法的要求。要使对

位移荷载路径的求解能够继续, 必须对根有所选择。当选择 ∆Κ2

时跟踪继续, 选择 ∆Κ1 时跟踪则返回原来已求过的路径。

通常用 (∃x
J
1, 2, ∃ΚJ

1, 2 ) T (∃x
J - 1, ∃ΚJ - 1 ) > 0 这一条件来选择

∆Κ, 但经计算可知, 有些情况下, ∆ΚJ
1, 2同时满足此条件, 此时, 该方

法就会失效。也有用 (∃x
J
1, 2, ∃ΚJ

1, 2) T (∃x
J - 1, ∃ΚJ - 1)计算, 取值较大

者对应的荷载因数作为 ∆ΚJ。这种准则的几何意义比较明显, 即上一次求得的位移荷载增量矢

量与本次的夹角最小, 否则减小步长重新计算。加此条件后避免了返回现象的出现。

4　弧长调节因数

本文中讨论的弧长算法, 又称位移荷载自动跟踪算法, 能自动跟踪、求解且能根据具体情

况自动调整弧长。在各种弧长自动调整方法中, 最常用的是[4 ]

l
I = (N 3 öN

I - 1) 1ö2
l

I - 1 (6)

式中: N
3 为期望收敛所需迭带次数; N

I - 1为第 I - 1 次收敛所用迭代次数。

依据式 (6)即可估计出下次所用弧长。虽然用式 (6)能基本使弧长随位移荷载曲线的变化

而变化, 但仍不够理想, 于是引入另一调整因数

q= q
I öq

I - 1 (7)

其中

q
I = arcco s

ab
ûaûõûbû

a 为第 I 次加载收敛后所得增量值, a= (∃x
I , ∃ΚI ) ; b 为第 I - 1 次加载收敛后所得增量值, b=

(∃x I - 1, ∃ΚI - 1)。

N + 1 维空间曲线的真实曲率能够反映曲线的变化情况, 但空间曲线曲率的计算非常困

难, 故改用式 (7)来近似表示 2 次曲率的变化情况。q< 1 表示N + 1 维空间曲线变化趋于平缓,
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q> 1 则表示变化加剧; 所以, 本文中最终弧长调节方程为

l
I = q

- 1 (N 3 öN
I - 1) 1ö2

l
I - 1

从算例分析中可看出 q 的加速性能。

5　算例分析

弧长算法成功地应用于二维、三维杆件结构及二维拱形结构和三维壳形结构, 尤其在跳跃

与跳回处, 跟踪能力极强, 本文中举出 2 例以证明此算法的有效性。

图 3　结构平面示意图

例 1　以由同一种圆形杆件组成的空间结构为例, 此结

构为空间圆壳型结构的一种近似。有关参数: EA = 210×105

kNõm - 2, p = 1 kN。E 为材料的弹性模量,A 为圆杆横截面

积。

按文献[ 5 ]中算例, 在保证每根杆件本身不发生屈曲的

前提下讨论结构整体的屈曲行为。将结构整体分为 3 层 (图

3) , 第 1 层为 1 点; 第 2 层为 2～ 7 点; 第 3 层为 8～ 19 点。其

中第 3 层的 12 个点的 3 个自由度被约束掉, 相当于这 12 个

点被固定住。在 1 点处加一个竖向的荷载 p , 通过荷载因数 Κ
与位移的关系 (图 4)来研究结构的变形过程。

本算例采用球面弧长法进行跟踪, 所用判别标准为笔

图 4　1 点竖向位移与荷载因数 Κ的关系

者提出的改进后的判别准则, 迭代时采用完全牛顿方法。从图 4 可以看出, 迭代收敛值与精确

值完全一致, 没有出现跳回现象, 且此结构越过了 8 次荷载极限点和 2 次位移极限点。图 4 (a)

为未采用加速因数 q 的计算结果, 共用 205 个加载步; 图 4 (b) 为采用 q 的计算结果, 共用 130

个加载步, 加速性能较为显著。

例 2　空间壳型结构。支撑和加载形式为: 有对边固支, 边长 l; 另 2 对边为自由边, 边长

l′; 在此结构中心作用一竖向荷载 P。由于结构本身及荷载的对称性, 仅取结构的四分之一进

行计算。参数 R = 2 540mm , l= l′= 508 mm , d = 6135 mm , P = 100 N , 杨氏模量 E = 200 Nõ

mm - 2, 泊松比 Λ= 013。计算所得结构中点竖向位移与荷载因数的关系见图 6。

可以明显地看出, 变形过程中出现了一次荷载极限点、一次位移折返点和一次荷载极限
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图 5　结构三维透视图 图 6　结构中点竖向位移与荷载因数 Κ的关系

点, 之后结构再次进入稳定状态的过程。

6　结　论

1)本文中强调了跟踪方向的判别, 因为所计算的路径本身不具有方向性, 只有通过人为的

方法才能使计算朝某一方向进行。在这里引入了连续性的思想, 从而将跟踪方向的判别法则自

然引出。

2) 用空间N + 1 维的球面描述弧长算法更接近于实用, 且与采用其他二次方程形式的方

法相比较计算量增加不大。

3) 算例分析结果表明, 应用完全牛顿 拉夫森算法进行迭代计算更具优势, 可用较少的迭

代步完成每次加载, 最终结果使每个加载步长相对较大, 从而可用较少的加载步来完成跟踪过

程。结果表明, 同样的路径长度下, 采用完全牛顿 拉夫森算法比其他方法所用机时较少。

4)本文中没有考虑路径分叉的情况, 可作为今后的一个方向来研究。
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