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摘　要　给出了非线性方程组分量方程的一种非线性度量, 根据这种度量, 提出了求解非线性方程组的一种

改进的ABS 算法, 用该算法将较少的计算量用于非线性程度较低的分量方程, 将较多的计算量用于非线性程

度较高的方程。初步的数值试验结果表明, 与原来的非线性ABS 算法相比, 大多数情况下, 改进后的算法收敛

速度较快。

关键词　非线性方程组; ABS 算法; 非线性程度

分类号　O 24117

A M od if ied ABS—— type A lgor ithm for Solv ing

Non l inear System of Equation s
W ang L aisheng　Zhen L ing

(Co llege of A pp lied Engineering Sciences, CAU )

Abstract　Con sidering so lving non linear system of equat ion s. A m easu re of the non linearity

of a componen t equat ion of the non linear system is p ropo sed, A cco rd ing to th is m easu re, a

modif ied ABS—— type algo rithm is p resen ted. It spends less compu ta t ion co st in the

componen t equat ion s w ith low er non linearity and mo re compu ta t ion co st in tho se w ith h igher

non linearity. P relim inary num erica l experim en ts show ed that there is som e imp rovem en ts

comparing w ith the o rig inal non linear ABS algo rithm.
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考虑数值求解非线性方程组

f (x ) = 0 (1)

其中 f (x )是从 Rn 到 Rn 的连续映射, f (x ) = (f 1 (x ) , f 2 (x ) , ⋯, f n (x ) ) T。求解式 (1)的非线性

ABS 算法最先是在文献[ 1 ]中提出的, 之后又有一些发展, 然而, 所有这些算法都是逐个地、同

等地处理方程组中的每个方程。笔者提出了一种改进的ABS 算法, 该算法建立了非线性程度

概念, 依据非线性程度求解非线性方程组。下面简要介绍一下依据非线性程度建立非线性

ABS 算法的基本思想。

设当 i= 1, 2, ⋯, s 时函数 f i (x )是线性函数, 而当 i= s+ 1, s+ 2, ⋯, n 时函数 f i (x )是非线

性函数。如果对方程组 (1)使用ABS 算法, 每一次循环将是连续地处理 n 个方程 f i (x ) = 0 ( i=

1, 2, ⋯, n) , 得到的迭代点为: x 1= y 1, 1, y 1, 2, ⋯, y 1, s, y 1, s+ 1, ⋯, y 1, n+ 1= x 2; x 2= y 2, 1, y 2, 2, ⋯, y 2, s,

y 2, s+ 1, ⋯, y 2, n+ 1= x 3; ⋯⋯。

然而, 由ABS 算法的性质, 迭代点 y 1, n+ 1= x 2 已经满足前 s 个线性方程, 即 f i (x 2) = 0 ( i=



1, 2, ⋯, s) ; 因此, 可以设想将ABS 算法改进为, 第 1 次循环由依次处理 n 个方程的 n 次迭代

组成, 第 1 次循环后的每次循环由处理后面 n- s 个非线性方程的 n - s 次迭代组成。这样, 对

于每一线性方程只需 1 次迭代, 而将更多的迭代计算量给予非线性方程。进一步, 若 n 个非线

性方程中某些方程接近线性, 而另一些具有较高的非线性, 这时对非线性程度较低的方程可以

采用较少的迭代, 而对非线性程度较高的方程采用较多次的迭代。

1　改进的非线性 ABS 算法

111　方程的非线性程度

为了实现前面提出的想法, 必须确定每个方程的非线性程度。假设ABS 算法的第 1 次循

环已经完成, 即已得到

x 1= y 1, y 2, ⋯, y i, y i+ 1, ⋯, y n+ 1= x 2 (2)

现在考虑第 i 个方程 f i (x ) = 0 的非线性程度。根据ABS 算法的特性, 如果 f i (x )是线性函数,

则它在 x = y j 处应为 0, 即 f i (y j ) = 0, j = i+ 1, i+ 2, ⋯, n。这样, 数值û f i (y j ) û在某种意义上就

给出了方程 f i (x ) = 0 的非线性程度, 但是考虑具有单变量的二次函数 Υ( t) = a+ bt+ (1ö2) c
2,

系数 c 描述了函数的非线性程度。由此出发, 数值ûf i (y j ) û作为非线性程度的度量可被改进。考

虑 f i (x )在 y i 的一个邻域内的泰勒展开式

f i (x )≈ f i (y i) + ¨ f i (y i) T (x - y i) +
1
2

(x - y i) T ¨ 2
f i (x - y i) (x - y i) (3)

因为式 (2) 中迭代值 y i 满足 f i (y i) + ¨ f i (y i) T (y j - y i) = 0, ( j = i+ 1, i+ 2, ⋯, n ) ; 于是有

f i (y j )≈ (1ö2) (y j - y i) T ¨ 2
f i (y j - y i) (y j - y i)。根据式 (3) , 可用

Ρi=
û f i (y j ) û

û f i (y j ) - f i (y i) û
(4)

作为第 i 个方程非线性程度的近似估计。

112　改进的ABS 算法

根据前面的讨论, 可建立求解方程组 (1)的改进算法。

1)初始步。a. 置初值 x 0, 收敛精度 Ε和最大迭代次数N 。b. 置参数 Ε1∈ (0, 1) , 根据 Ε1 将 n

个方程分成 2 组, 非线性程度较低的为一组, 非线性程度较高的为另一组; 取整数参数 K (K

为一个主迭代过程中对非线性程度较高的一组方程迭代的次数)。c. 设M h 为内层迭代次数,

h= 1, 2; 置M 1= 1。

2) 对方程组 (1) 的 n 个方程, 用基本的ABS 算法完成一个主迭代过程, 得到 x 1= y n+ 1, 检

查ú f (x 1) ú< Ε是否成立, 成立则得到解 x 1, 停止; 不成立则继续。

3) 计算 n 个方程的非线性程度。a. 根据 2) 中得到的点列 y 1, y 2, ⋯, y i, y i+ 1, ⋯, y n+ 1计算

Ρk , 由式 (4) 得 Ρk =
û f k (y k+ 1) û

û f k (y k+ 1) - f k (y k ) û , (k = 1, 2, ⋯, n) , 以此作为第 k 个函数 f k (x ) 的非线性

程度, 如果 Ρ1= Ρ2= ⋯= Ρn= 0, 则置 x 0= x 1, 转 2) , 否则继续。b. 定义标准化数列 Ρ′1, Ρ′2, ⋯, Ρ′n,
使得 Ρ′k = Ρk öΡm ax , 其中 k= 1, 2, ⋯, n; Ρm ax= m ax{Ρ1, Ρ2, ⋯, Ρn}。c. 为了调整 n 个方程 f k (x ) = 0,

k= 1, 2, ⋯, n 的排列次序, 定义映射V : {1, 2, ⋯, n}→{1, 2, ⋯, n}使得 Ρ′V , 1≤Ρ′V , 2≤⋯≤Ρ′V , n。

d. 利用参数 Ε1 定义整数 s, 使得 Ρ′V , s< Ε1< Ρ′V , s+ 1。

4)处理重新排列后的前 s 个方程 f V , k (x ) = 0, k = 1, 2, ⋯, s。 a. 令 y 1 = x 1, H 1 = I , k = 1。
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b. 定义搜索向量 p k = H T
k zV , k , 其中 zV , k∈Rn, 满足 p T

k ¨ f V , k (y k ) ≠0。c. 定义步长 Αk = f V , k (y k ) ö
(p

T
k ¨ f V , k (y k ) )。d. 修正子迭代点 y k , 使得 y k+ 1= y k - Αkp k。e. 修正 H k , 使得 H k+ 1= H k - H kõ

¨ f V , k (y k )w
T
k H k , 其中w k∈Rn , 满足w

T
k H k ¨ f V , k (y k ) = 1。如果 k = s, 则令 x ′= y s+ 1, H ′= H s+ 1,

转 5) a; 否则继续。 f. 置 k= k + 1, 转 b。

5)处理后 n- s 个方程 f V , k (x ) = 0, k= s+ 1, s+ 2, ⋯, n。令 y s+ 1= x ′, H s+ 1= H ′,M 2= 1, k=

s+ 1。其他步骤与前面相同, 此处不再赘述。

6)收敛性检验。a. 检查ú f (x 2) ú< Ε是否成立, 成立则得到解 x 2, 停止; 否则继续。b. 如果

M 2= K , 并且M 1= N , 则停止; 如果M 2= K ,M 1≠N , 则令 x 0= x 2,M 2= M 1+ 1, 转 2) a。否则令

x ′= x 2,M 2= M 2+ 1, 转 5) a。

2　收敛性定理

为了得到非线性ABS 算法的局部收敛定理, 假设下面的条件成立: 1) 映射 f (x ) 有孤立零

点 x
+ ; 2) Jacob i 矩阵A (x

+ )非奇异; 3)存在着正数 ∆0, Σ1 和 Α, 使得对任意的 x , y ∈U (x
+ , ∆0) ,

有úA (x ) - A (y ) ú≤Σ1úx - y ú Α; 4)存在一个正数 Ε, 且不依赖于 i, 使得在所有循环中对于 k= 1,

2, ⋯, n , 如果有 x k∈U (x
+ , ∆0) , 则û p′T

k A (x k ) T
v′k û≥Ε, 其中 p′k 和 v′k 是单位向量 p′k = p k öú p k ú ,

v′k = vk öúvk ú。条件 1)～ 3)是关于映射 f (x )的标准假设, 而条件 4)涉及的是算法中的参数。

定理 1　如果假设条件 1)～ 4)成立, 则存在 ∆+ ∈ (0, ∆0) , 使得对于任意的 x 1∈ (x
+ , ∆+ )改

进的ABS 算法生成的序列 x i 以不低于 1+ Α的Q 收敛阶收敛到 x
+ 。该定理的证明与文献

[ 2 ]中定理 411 的证明完全类似, 在此就不详细给出了。

3　数据试验与结论

表 1　2 种算法效率对比

问题序号
子迭代总数

原算法 改进算法
1 32 31
2 26 22
3 12 9
4 40 36
5 12 11
6 26 24
7 64 59
8 30 23
9 12 17

　　将改进的ABS 算法与原ABS 算法进行比较, 主要比

较“子迭代的总数, 即处理分量方程 f k (x ) = 0 的总次数”。

测试问题选自文献[ 3 ], 初始值与文献[ 3 ]中相同, 改进算法

中参数的选择与非线性黄算法相当, 为 z k = ¨ f k (y k ) ,

w k = ¨ f k (y k ) ö̈ f k (y k ) TH k ¨ f k (y k ) , 置 Ε= 10- 7, K = 2, N

= 15, Ε1= 015 时, 数值结果见表 1。

从数值试验的结果看出, 当收敛精度 Ε相同时, 对于大

多数问题使用改进算法的迭代总数比原算法少, 即改进算

法收敛快; 只有第 9 个问题, 原算法迭代次数比改进算法

少, 即比改进算法收敛快。
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