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速度瞬心的加速度特性及其应用

陈奎孚① 汪 倩华 张云 文

中国农业大学工程基础科学部 中国农业大学机械工程学院

摘 要 分析了瞬心的加速度特性
,

建立了刚体平面纯滚动的轨迹方程
。

指出瞬心加速度正交于瞬心线
。

据

此
,

不仅能将圆盘纯滚动运动分析纳入普通的杆系几何法
,

而且可简化任意轮廓的刚体纯滚动的运动分析过

程
。
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刚体平面运动分析中
,

速度瞬心是一个非常重要的概念
,

特别是对于只滚不滑的纯滚动问

题
。

本文中将证明刚体平面运动瞬心加速度有关特性
,

利用这些特性不仅可以简化分析
,

而且

可以统一几何法中的分歧
。

瞬心线和刚体上该瞬心点的加速度正交

把平面运动刚体在每个时刻的速度瞬心连接起来
,

可以得到一条曲线
,

我们简称这条曲线

为瞬心线
。

对于定轴转动
,

它退化为一个 固定点
,

对于平动
,

它是位于无穷远处的一个奇点 而

对普通平面运动
,

它是一条平面 曲线
。

瞬心的速度为零
,

但其加速度未必为零
。

关于该点加速度
,

它具有这样的特性 瞬心线和刚

体上该瞬心点的加速度正交
。

证明 将这个证明过程分 个部分
。

确定瞬心的位置
。

在图 中
,

点 坐标为 , , , 。

假定该点的速度 艺 , 、

加速度 , 和刚

收稿 日期 一 一

①陈奎孚
,

北京清华东路 号 中国农业大学 东校区 信箱
,



第 期 陈奎孚等 速度瞬心的加速度特性及其应用

体转动的角速度 。 及角加速度 均为已知
。

先确定瞬心

的坐标 。 , 。 。

点 位于通过点 的法线上
。

根据定义
,

法线垂直于该点的速度方 向 切 向
,

因此该点的法线方程

为 、 一 , 、 一势飞 一 。,

故点 的坐标首先要满足
刃 , 二 劣

,

一 工 、 , 。
,

夕 一 夕 ,

其次 长度
〔二应保证点 的速度为 。,

这就是
, , ,

头
二 ,

人
。

「

‘ 。一 , 夕。一少 , “ 。

联立式 和
,

并结 合图中的位置可得 。一为 、 。 ,

。一 , 一
, 。 ,

因此瞬心线的切线斜率为 图 刚体平 面运动示 意

加
一 石一一不石二

历 七田 一 , , 。 , ,

正交性证明
。

以 为基点
,

点 的加速度合成如图

所示
。

矢量公式为
, 丢, 抓

其中 乙一 , ,

抓 一 。 , 。

把式 写成投影式

一
“ 一 “ 二

了丫
。 ’

少
一 ‘以 一盯 以

其中 为点 的速度与 轴的夹角
。

根据图 的几何关系

有 夕 少。一夕 , 、 。 ,

夕 , 一 。 , , 。 ,

把它

们代入式 有 图 点 的加速度分析

一 、一 、 。 明彻

。 , ,

一 , , ‘ 一明、

根据式 和 有

丛
、鱼, 尸八

,

—介 七田 一 , , 山 , , 七田一 十田 勿
一

这即表明瞬心加速度与瞬心线正交
。

通常纯滚动问题 中瞬心线是已知的
,

刚体沿此线作纯滚动
。

刚体的任意平面运动的瞬心线

一般并不知道
,

但也可以把这条曲线想象为固定面
,

刚体运动想象为边缘曲率变化的物体沿着

这个固定面作无滑动地滚动
。

下面给出瞬心线的几个特例
。

特例 瞬心在绝对坐标系中固定不动
。

显然任意瞬时
,

刚体上每点都是绕定点的圆周运

动
。

根据定义
,

这就是定轴转动
。

此时瞬心点的加速度恒为 。
。

特例 瞬心在刚体上的位置不变
。

显然瞬心线就是刚体上某点轨迹
,

由于这点在任意时

刻的速度为零 瞬心
,

所以这点不运动
。

显然这也是定轴运动
。

特例 瞬心的轨迹为直线运动
。

这种运动并没有什么特别之处
,

并不要求滚动物体的曲

率为常数
,

比如椭圆轮在沿直线纯滚动
。



中 国 农 业 大 学 学 报 年

瞬心加速度沿该点轨迹切向方向

将质点在 十改 时刻的位移用泰勒级数展开
,

即

山 才 山 全 山 山
夕 山 夕 夕 山 夕 山 山

如果在 时刻
,

它是瞬心
,

则有 份 一 。,

夕 一 。,

所以

士 仁 山 一 〕山

夕 仁夕 山 一少 〕山 ,

这表明瞬心加速度方 向与该点轨迹切 向方向相同
,

而通常轨迹的切向方向是速度方向
。

与第 节结论 比较可知
,

瞬心点的绝对轨迹与瞬心线正交
。

根据轨迹方程考察瞬心的速度和加速度

第 节论述了刚体平面运动可以看成是边缘曲率变化的刚体沿瞬心线的纯滚动问题
。

尽

管瞬心线可能是平面 曲线
,

但可以假想通过一个变换把它变为直线
,

从而只需建立沿直线纯滚

动 问题 的方 程
。

建 立 图 所示 坐 标 系
,

设 刚 体边缘 曲线 为
。

显然
,

边缘在原点与 轴相切
,

要求

尹

其中 尹 一
。

经过繁冗的推导
,

可得点 的轨迹方程
。 一 梦一 沪

夕。 少一 沪

’ 沪

一丁护西不万蔺丁
“

图 只 滚不 滑示 意图

给定一个
,

从后 式可唯一确定 和 抓是 的函数
,

把它们代入前 式
,

这样得到了以 为

参数的平面轨迹方程
。

在式 中 是时间 的单变量函数
,

由最后 式可确定 甲和 是 的单

变量函数
,

从而它们也是 的单变量函数
。

由前 式显然推得 。 , 。 也是 的单变量函数
。

将

式 各式对时间求导
,

并利用式 有

是瞬心
。

对式 求二阶导数
,

并利用式

士。一 。,

夕。一 。,

即点 速度为 。
。

这是必然的
,

因为点

,

可得

泛甲 泛“ ’
‘ 亏 ’’

︸﹄
了产

即点 的加速度只有垂直分量
。

这就从轨迹方程的角度证明了瞬心的加速度与瞬心线正交
。

根据定义
,

曲率公式为

一 ’
‘

尹“

将 时条件
‘

代入式 有
‘ ,

所以

夕。 反 亏

这里的曲率 是指滚动物体边缘的曲率
,

它既不同于刚体上质点轨迹的曲率
,

也不同于
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瞬心线的曲率
。

对于圆柱
,

一 是一个常数
。

式 与向心加速度的公式相似
,

它只与刚体

运动的角速度直接相关
,

与角加速度无直接关系
。

现在分析刚体上瞬心点的轨迹 曲率
。

如果采用常规的轨迹曲率公式 一
。

护
,

那么将会

出现
,

因而只能用极限的方法来完成这个计算
。

经过复杂的运算
,

可以证明曲率半径为零
。

这个概念与直线运动刚好相反 直线 曲率为零
,

曲率半径为无穷大
,

因而此时质点速度必须为

零
,

否则向心加速度为无穷大
。

瞬心的加速度特性在运动分析中的应用

无论是点的合成运动还是刚体的平面运动
,

其速度和加速度的合成公式都是通过对位移

合成公式求导得到的
。

只要利用这组导出公式
,

杆系运动分析一般都能完成
,

无须再求导数 但

对图 所示纯滚动问题
,

常规的解法仍要求导
。

为了分析各点的加速度
,

通常首先根据只滚不滑的条件
,

写出 一

,
,

并说明这个关系在任何时刻都成立
,

再对左右两边求导得 出角加速

度
。

这就存在 个问题 杆系运动分析不用求导
,

而且杆系运动分析

得到的往往是某个时刻的关系
,

也不允许求导
,

这里为什么必须求导

不用求导的办法是否可以解出
,

如果解不 出
,

还应补充什么条件

椭圆轮的纯滚动的问题如何解决
。

经过仔细分析
,

如果不用求导
,

只利用

有加速度合成公式无法解出这类问题
。

图 纯滚动问题

一 。 这个关系
,

仅

如果从 自由度角度来分析这个问题
,

就不难理解无法求出的原因
。

平面运动的刚体有 个

自由度
,

而 一 、 只提供了 个约束
,

还剩下 个 自由度
,

因此各点运动量无法表示为时间的

单变量函数
。

在求导的解法中
,

表面上看 一 是 由 一 。 导 出的结果
,

似乎两者不是独立的约束
。

实际上仔细分析这 个条件
,

后者并不蕴涵前者
。

只有提供条件 一 。,

才能 由后者导 出前

者
。

也就是说
,

利用 一 公式隐含了一个与 一 、 独立的约束
。

平面运动物体的 个 自由

度被约束去掉了 个
,

只余下 个 自由度
,

自然各点运动量可用时间唯一表示
。

当然
,

一
,

一 。
,

一 。这 个等式 中只有 个独立
,

任选其中 个
,

再加上点的

速度和加速度合成公式即可完全确定轮子上任意点的速度和加速度
。

在运动分析中
,

习惯上把约束直接表达为刚体某些特定点的速度
、

加速度的特定性质
,

如

方向已知
、

法线方向速度相等等
,

这样可直接利用速度和加速度合成公式 因而对瞬心线已知

的问题
,

可以把上述瞬心加速度与瞬心线正交作为一个约束条件提出
。

采用这个条件
,

一般可

由速度和加速度合成公式导出结果
。

这样就可把纯滚动问题统一到杆系解法之中
。

当然
,

对于 圆轮纯滚动问题
,

这种处理方法未能体现其优点 但若对椭圆轮只滚不滑的问

题的加速度进行分析
,

传统方法非常复杂
,

而把瞬心的加速度性质作为约束条件来处理
,

其求

解过程则十分简单
。


