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成批到达有限容量的串联服务系统

苏时光 ① 陈 薇

中国农业大学基础科技学院

摘 要 讨论 了 级排队系统
。

顾客是成批 流输入的
,

第 级是含 个并联且服从指数分布的服务

台
,

第 级是单个服从 分布的服务台
。

给出了排队平稳条件以及用矩阵迭代法得到 了平稳队长分布和受

阻概率分布
。

关键词 成批输入 分布 矩阵迭代解 受阻时间

分类号

一

,

一

一 一

排队模型

顾客以参数为 又的 过程成批进入系统
,

每批是一个随机变量
,

其概率分布为 尸

一尸 一
,

一
, ,

⋯
, 。

第 级有 个并联且同服从均值为 产一 ’

的负指数分布
,

当顾客接受

第 级服务后才能进入第 级服务或等待 第 级服务时间间隔满足 分布记作 月
, ,

其

中 凡 一 。,

夕为初始位相概率 夕一 甲
, ,

⋯
,

月
。 ,

为 阶不可约矩阵
。

级与 级之间有容量

为 的缓冲器
。

当第 级顾客 含服务和等待 达到 时
,

级停止服务直至 级顾客小于 为

止
,

到达过程
、

级服务和 级服务是相互独立的
。

主要结论

不妨设
,

本文以下出现的 。 是所有元素为 的列向量
,

维数随运算有意义而定
。

状态

空间
, ,

少 。 , , , ,

镇 镇走
,

镇 镇
,

其中 为 级顾客数 为 级顾
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客数 为 级进入服务顾客的位相
。

按字典序排列 水平
, , , , , , ,

⋯
, ,

⋯
, ,

⋯
, ,

可得到无穷小生成矩 阵 下 上
, 一

, 一

, 一

, 一
, , 一

的带状矩阵
。

有
, ,

二 一 。

, 一 一

二 一 , , 一

一

一 ,

一 ,

一 ,

一 。 一 二

一 , 一 十

一计 一叶

其中 的元为 十 阶的矩阵
,

当

一 几一 产

成 镇 一 时
,

有

一

一 又 一 产

“

月 一 又 一 产

。
月 一 几 一 产

月 一 几

一 ⋯
久

对

镇 镇 ·

久

一簇

产月

扭
, , 一 一

产

产月

。

产
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一 几一 产

“ 一 几 一 产

。

月 一又 一 产

。

月

其中 一 。 是 阶的单位矩阵
“ ”

与空 白处均为

一 几 一 产

月 一 又

阶的 矩阵
。

显然 是不可约的
,

现将 重新分块成三对角带状矩阵
,

即

、、

、、、、

、
︶

过程是 过程
,

其中

几

。

几 一

又 一

又 一

一一
、

︺

⋯
︸

一一
、

一 久

一

又

久

。

飞

、,,卫‘

⋯

其中 是 十 阶单位矩阵
。

记 一 。 。

容易验证
,

是对角元素为负
、

非对角元素非负
、

行和为零的不可约

保守半稳定矩阵
。

定理 阶不可约
、

保守的半稳定矩阵 对应特征方程有唯一实的最大模特征值
,

相

应地有唯一正的特征向量 二一 二 , , ,

⋯
, 二。 , 二 , ,

一
,

, ⋯
, ,

二一

证明 取 一 八
, , , 。 十

,

为不可约非负矩阵
。

由
’

定理
, 〕,

刀 有正
蕊甘成从

的特征值
,

是特征方程的单根
,

所有特征值的模簇 、 ,

及正特征向量 二 , 二。 是唯一的
,

矩阵

的特征值与矩阵 的特征值经 平面变换
,

相应的特征 向量是对应相 同的
,

故 对应 的 二

也是 对应 的 斌 、一 十‘ 。

证毕
。

定理 又有唯一左不变概率向量 牙
,

有
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开一

士
汀 , 二 ,

一
二 ,

, ‘ 一 “ 。 , ‘ ,

一瓜 ,

, 艺。‘

夕产口 一 ‘ 一 一‘

二‘

一 碗月口
,

镇 镇 一

二 , , 产 口卜‘ 一 一‘ ,

门一 产 产 一 一 严夕 一 ’

牙是 维正 向量
。

证明 矩阵 的每列和为
。

汀
,

是不可约
、

保守的不稳定矩阵
。

由定理
,

唯一正

不变概率向量 二 满足

‘ 八 。 八 又了’一

汀尸

解式 得
。 一 产 尤

二。 产月 二 一 产 夕
二 一 , 产 一 产 二 夕一 簇 簇 一

汀 一 声产 叭 一

式 中除第 式外
,

其余右乘 ‘ 得
‘ ”“ 一‘ 。

厅一 产“ 一 几
”

镇 镇

式 右乘 月代入式 得

二

一。 汀 一 。

兀 一
,“ 十 汀 ‘ 一 ”“‘ ”“ ’一 ‘镇‘簇是一 ‘

汀小一 , 群 汀

一 产 产 月是非奇异矩 阵
,

其逆矩 阵所有元素为负川
, 。 ,

尸 和 是非奇异的
,

其逆

矩阵元素都非负
。

从式 和 二。一 易验证式 后 式
,

显然也有 分且一 。,

由定理
,

开是唯一的
。

证毕
。

定理 不可约马尔夫过程是正常返的充要条件是

。二 。 。产二 。

刀乙 。活 “艺艺只
一

证明

必要性
。

从文献 〕定理 需满足 开直若 开又厉即可直接得到式
。

充分性
。

只要证且存在唯一正概率向量 王满足 歹 一 。即可
。

最小非负矩 阵 满足

尺 直 尺万 又
。

直不可约
,

由文献 〕定理 得
,

式 右乘 奋得 一 万石 石
。
动一 。

。

由于
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尺
,

一尺 是非奇异的
,

则 尺直 石
。

奋
。

矩阵 又 户
。

是不可约
、

保守的半稳定矩阵
,

由定理 存在唯一正向量 王
。

满足

十 。

。 一 一
一

八︺︸

得

歹
,

王
。尺 ,

,

一 沈 , 法 ,

了 , 一 少。 , ,
,

,
, , ’

“ , ,

⋯
, ,

从

, 一 ,

,

⋯
, , , ,

⋯
, ,

, , ,

记 妄一‘
。 ,

妄, ,

⋯
。

容易验证 王 一 。,

王为平稳条件下的平稳概率分布即队长平稳分布
。

证毕
。

在定理 证明中
,

级受阻概率向量为

、一 习
, ,

又飞 又 ,

山
·

乞 , ” ,

山 禹

,

, 一 、 , 。 ,

一 。功 ,

受阻概率为习 、 ,

受阻时间的概率分布 、 是 分布
,

记作 。 , ,

如
, 一 一

。
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