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双层二次多 目标规划解的最优性条件

甄 荃 ① 王 来生

中国农业大学基础科学部

摘 要 双层规划能有效地描述具有递阶层次结构的决策系统 本文给出了一类双层多 目标规划模型及这

类模型解的定义
,

给出了解的最优性条件
。
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分类号
·

,

在纷繁复杂的现实问题中
,

有一类存在着层次关系
。

近年来处理这类问题比较有效的方法

就是双层规划
。

在双层规划间题中
,

对于上层决策者的决策
,

下层决策者要相应给予反应
。

反

应的形式通常有 种 一种是下层以 自己的最优解反应给上层 另一种是下层以最优值的形式

反应给上层
。

前者反应形式会出现针对上层某一个决策
,

下层的反应不唯一的情况
,

这样就使

问题复杂化
。

对于后者反应形式针对上层某一个决策
,

下层反应是唯一的
。

李智慧等人就是对

后一种反应形式的二次双层规划问题的几何特性与最优性条件进行研究的
。

本文针对后一种

反应形式对双层二次多 目标规划问题的有关问题加以讨论
。

模型与解的定义

本文所讨论的决策系统中有 个决策者即上层的领导和下层的随从
。

其中上层的目标函

数是多 目标
,

下层的 目标函数为单 目标
。

建立如下的数学模型
, 少 〔

, 夕 丁 月夕 〕
, , 少 歹 月 〕

任 一 任 州 一
,

其中 为如下问题的最优值

夕
, 夕 夕 少 十 少
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任 一 任
”

场一
,

其中 任 为上层决策者的决策变量 任 为下层决策者的决策变量 , 为半负定的 阶

矩阵 为 矩阵 任
,

任尺 ’ ,

任 ‘ ” ,

〔
,

任尺 ’ ,

任尺
, ,

任
,

任

,

尹, 任
,

夕任
。

定 义 记
,

任 尺
,

任 尺
”

一 占
,

》 八 占
, ,

称 为

的约束集
。

定义 记 ① 任
,

称 ④ 为 的下

层对应于上层的决策 的最优解集
。

定义 记
‘

一 任 州 一
,

多 。,

① 笋引
,

称
’

为 的上层可行集
。

定义

定义

记
, 夕 任

’ , 夕任 ①
,

称 为 的可行集
。

如果 历 ,

劝满足

历 ,

歹 任
,

不存在
,

妇 任
,

使 五
,

户 关任
,

孙
,

一
, ,

且其中至少有一个不等式严格成立
,

则称临
,

歹 为 的 有效解
。

双层二次多 目标规划问题解的最优性条件

对于
,

首先讨论可行解的存在条件
。

定理 设
,

户 任
,

则
,

力 〔 的充分必要条件是存在 任 ” ,

使下列式子成立
, 少

, 一

证明

充分性
。

设
,

刃 任
,

且满足式 和
。

由于对于确定的
,

相应的下层 问题 尸 的 目

标函数
、

约束函数均为 凸函数
,

因此 尸 为一个凸规划问题
。

利用凸规划 一 充要条件
,

是 尸 的最优解
,

所以
,

户 〔
。

必要性
。

利用凸规划 一 充要条件可以相应的得到证明
。

定理
’ , ’

是 有效解的充要条件为
,

存在 任 ” ,

使
‘ , ‘

是下列 问题

的有效解
尸 ,

一 , ,

丁 月 〕
,

〔
,

歹 月 〕
,

一 , , 少

刀 ,夕

八 一占

证明

充分性
。

设存在
‘

任尺
,

使
’ , ’ , ’

是 的 有效解
,

则
’ , ’ , ‘

满足

式 一
。

这说明
· ,

犷 任亏
,

且不存在其他的任
,

孙 任亏
,

使 任
,

必
· ,

犷
,

由定义
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得知
, ’ , ’

是 的 有效解
。

必要性
。

设
’ , ’

是 的 有效解
,

则
’ , ’

任
。

由定理 得
,

存在
’

任

’ ,

使
‘ , ’ , ’

满足式
,

且不存在临
,

夕
,

汤
,

使 任
,

孙
‘ , ’

因此
’ ,

’ ,

二 是 的 有效解
。

定理 如果 厉 〔 为如下问题的 。 有效解

碧矛
,

一
, , ,

则对于任何 歹任 夕任
, 厉 ,

夕 是 的 有效解
。

其中
, , , 夕 丁 月

,

九
,

丁 月口
。

证明 设 厉任 是 的 。 有效解
,

对于 歹〔 劝
,

则 临
,

劝 亏
,

且不存在 全

,

夕任 任
,

使 尸任
,

夕 尸临
,

夕 因此临
,

歹 为 的 有效解
。

定理 设 牙任
,

歹任 劝
,

则 任
,

刃为 有效解的充要条件是任
,

刃为如

下问题的 。 有效解

‘ ,

几
, ,

几
,

工 ,

〔

其中 几
,

刃 一可 月〔犷 〕

几
,

一可 夕
,

〕

证明

充分性
。

设 至 ,

孙是 ,

的 。 有效解
,

则 历 ,

刃 任亏
,

且不存在 全
,

夕 任亏
,

使 尸 全
,

夕
‘ 至 ,

歹
。

对于
, ,

尸‘ , ,

因此临
,

歹 是 的 有效解
。

必要性
。

设临
,

劝是 的 。 有效解
,

则任
,

刃 任亏且不存在任
,

夕
,

使 任
,

夕

临
,

歹 而在
,

中
, , ,

尸
,

因此任
,

歹 是
,

的 有效解
。

在 中
,

上层决策者的目标函数含有下层决策者反馈的信息
。

如果能够把这一反馈

信息确定出来
,

那么问题就容易求解
。

定 理 设 是行满秩矩 阵
,

如果 至 是如 下 问题 的 。 有效解
,

则 临
,

歹 是

的 有效解

了
,

了
〔

其中 五 不 月
,

〔召厂‘ 占 一 八 夏 厂‘ 占 一 八 〕 刁 口 于‘ 石, 一

〕

几 丁 月 〔召犷’ 占 一 八 口 , 刀厂’ 占 一 八 〕 〔 刀于‘ 占 一

八 〕

是 由 的 个线性无关的列 向量组成 的基矩 阵
,

口
,

夏
,

了,
为

, ,

中对应于基矩 阵
, 的由 列组成的矩阵和 由 个分量组成的列 向量 歹一 「‘ , 一 厉

。

证明 由于 是由 的 个线性无关的列向量组成的非奇异矩阵
,

所以对于 的

解 至 ,

歹一 犷’ 一 至 是下层问题 尸临 的最优解 因此

夕 至 召「‘ 占, 一 犷‘ 占 一八 窟, 厂‘ 一

其中 口
,

口 是 由 , ,

中对应于基矩阵
,

的由 列组成的矩阵 刁 是 对应于基矩阵
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的分向量
。

由于 厉 是 的解
,

不存在 全
,

使

了 全 王 ,

全 厉

且 至少有一个不等式成立 因此对于
,

不存在任
,

夕
,

使 任
,

刃 任
,

歹 所以 任
,

歹 为 的 有效解
。

结束语

讨论了双层二次多 目标规划解的最优性条件
,

在此基础上可以进一步给出求解的方法
。

关

于这方面的内容笔者将另文给出
。
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