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摘 要 对无约束最优化问题提出了一种不精确牛顿算法模型
,

是对 和 文
·

见
, , , ,

一 中
一

算法的改进
。

新算法对于变量个数在 范围内的无约束间题更有效
,

并打破了

所构造的点列必须恰 一 阶收敛的局限
,

对进一步改进算法有提示作用
。

关祖词 分解 于 算法 条件预优共扼梯度法

分类号

一

,

,

,

, 一

, , , ,

一
’

一

考虑求解无约束最优化问题 任
,

其中 、 是光滑函数
,

在使用

法由当前点 扩 求下一个迭代点时
,

是通过解牛顿方程得到增量 犷的
,

每步迭代的工

作量包括计算海色阵
、

梯度值和解牛顿方程
。

文献 中提出了
一

算法
,

结合使用 分解和条件预优共扼梯度法 求解牛顿方程
,

使工作量在 时明

显少于单纯使用 分解的牛顿法
。

笔者证明了在 效率意义川下
,

对于变量个

数在 之间的无约束问题
,

所建立的算法比文献 更有效
。

算法模型

交 替使 用 分 解 和 子 迭 代求解 牛 顿方 程
,

即
一

算法模型
,

简记为
,

步骤如下
。
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置初始值 选取正参数 镇
,

置初始点
,

一 。

终止检验 若 甲
盖 一 。

,

则停止

开关检验 若 为偶数
,

则转 否则转

分解步 令 丑 丫
是 ,

用 分解甲丫 乏 泌万
,

求解牛顿方程

甲丫
乏 一 甲 汤

得到解 气转

步 令 丑 丑 一‘ , ,

取预优阵 材 丑盛 一‘ ,

用算法 〕得到 犷
。

计算新迭代点 令
泛 ’一犷 气 一

,

转
。

效率分析

的收敛速率

假定问题
,

任
”

有解
‘ ,

且 在
‘

的某个开邻域内满足 次连续

可微 甲 连续 甲 ’
‘

是对称正定矩阵 对任意的 维向量 半 。
,

有甲犷
’

尹 。
。

定理 假设 一 成立
,

镇
,

则存在
, ,

使得如果 一
’

簇占
,

那么

由 产生的 步 阶收敛
,

即对充分大的 走有
差十‘一

‘

镇 川
盛一‘一

’

日
’“

估计 中 子迭代的次数

在对 进行效率估计之前
,

需要估计出由当前点 犷 在 步中得到增量 犷所需

要的 子迭代的次数
。

定理 假设 一 成立
,

镇 且 笋
, 一 , , 。

如果日 一
‘

镇
,

那

么对于充分大的
,

中 的迭代次数不超过 「 一
。

证明 以下分 步完成该定理的证明
。

设
‘

是由 中的 分解步得到的
,

估计巨甲丫
‘ 」

, ,

与 步中 丑‘

的差
。

其中
· 。
表示矩阵

·

的第 行第 列元素
。

由 一 成立可知
,

若 扩 是由
一 ‘经

分解步得到的
,

那么当 一
‘

镇占时
,

存在
,

使 二 一 ‘一
‘

簇
‘一

‘ 仁 〕
。

由 成 立 可知 当 充分大 时存在 使 甲 ‘

」
, 一 矿

, 一 「甲
’ ‘

〕
皿, 一

甲 ‘一 ‘ ,

镇川 尹 一 一‘ 镇 二‘一
’

日‘ 又 因为 甲 犷 一 甲 犷 一
’

硫
。

犷 一
‘ ,

其 中 标
。

为 甲
’ ‘

的最 小特征值 所 以 丫
‘
〕

, , 一

丑 ,

镇 甲 二‘ ’ , ,

其中 一 从豁轰
。

令
‘一 丑 一 ‘甲丫

,

估计
‘

的 一范数意义下的条件数 、
,

即要证明
‘ 镇 月

寿 一尸
一 ‘

其中 刀
‘ 一

‘ 一 ‘一队 二‘ 日
‘ 。

事 实上 一 丑 犷
‘甲丫 二 丑 犷‘ 甲丫 一 召

,

召盛犷
‘

仁甲了 一 召‘引二簇

了 一 ‘一
、

川 甲 二乏洲‘ 一尸
。

由盖尔圆定理可知
,

才 的任一特征值 久满足 一津镇人镇

尸
,

对充分大的 又有 津镇
,

所以式 成立
。

令
‘
是 矛 的 一条件数

,

将证明对充分大

的 走有
‘
镇 尸

‘ 一矛
一 ‘ ,

其中尸
‘

月
‘ 。

事实上
,

对充分大的 走有 严镇
。

由
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文 献 〔 〕定理 和式 可知
,

对于充分大的 有
‘ 簇 ‘

”

滩‘ 镇 〔 津 一

尸 一
’
〕
’

〔 尸〕 一 尸〕一
‘

严 一严 一
‘ 。

现需证明当 的迭代次数达到 一 一 时
,

必定满足 子迭代的终止准则
。

当 充分大时
,

由文献〔 定理 知
‘ 矿 一 镇 走 ‘ ‘一 〕

‘

圣矿 一
,

其中
·

是

于范数
,

尸是算法 迭代 次后的残差
。

而
乏 ‘ ‘一 镇〔 严 一严

一 ‘ 」
‘ ‘一 镇

严 一严
一 ’一 簇 矛 丑乏 一‘

· 泛 “ 又因为
‘ 矿 一 , 刀‘ 一 ‘ , ‘

卜

所以
,

对于充分大的 庵
,

有 尸 成 丑
盖 “ 丑‘ 一“ ‘

镇
’

〕
’‘, 川

’ ‘ 一“ 卜

仁甲
’ ’

〕一‘ 〕
,‘ · 左 ‘ “‘一 甲 走 “ 。

当 一 且 并
,

, ,

时即有 一
,

从而可以使当 充分大时有 尸
泛 “ ,

即

子迭代的终止准则成立
。

估计 的效率

用 心 表示 的效率
,

由定理 和定理 可知
,

在 效率 意义下有
。

二 一‘ 甲
, , 。

其中 是用 分解技术求解式 的

工作量 乘除法的次数和
,

一 一 二是 次 子迭代的工作量 乘除

法的次数和
,

一 为求某点的海色阵和梯度值的工作量 是由定理 给出的

至多需要调用 子迭代的次数
。

考虑问题 专
, , ,

蕊
。

令 乙
, ,

△
, ,

△
,

, 。‘
, ,

对于固定的 和 己值
,

甲
, ,

是 在
, , ,

上的严格单

调增函数
。

事实上
,

对于任意给定的 任八
,

由定理 确定的 值相同
,

由于 在该区间上是

单调增函数
,

所以
, ,

也是该区间上的单调增函数
。

又因为要求该问题的解满足 十

一
,

所以 可能的取值为 一
,

一 。
,

一 。
,

一 。
。

其中 。

为任意给定的充分小的正数
。

相应的 的迭代次数分别为
,一

,

一
,

一
, ‘一

。

结 论

本文结论可归结为表 和表
。

表 不同条件下
一

算法与 效率下界的比较

成

, 镇

簇 簇

毛 簇

镇 簇

一

刀

选用算法

簇 簇

毛

镇 镇

刀

选用算法

‘

卜
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表中 一 二一

一 〕 二一

一 一 〕 二一 。

一 二

〔 〕 一 〕 二

〕 。一 〔 〕 。
。

表 不同条件下算法 与算法
一

的效率下界的比值 一

。
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