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重虚圆点四次曲线的构成方法

边 欣 ①

中国农业大学计算机网络中心

摘 要 重虚圆点四次曲线是很重要的一类高次平面曲线
。

提出并研究了它的 种构成方法 —圆锥曲线的

反演变换法和类射影对应圆束相交法 给出了类射影对应圆束的定义和 种构成法的实例及计算机图形
。
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一

重虚圆点四次曲线族中有很多特殊四次曲线
,

如卡西尼 曲线
、

双纽线等
,

它们是 圆环的截

面曲线
,

在曲面相贯和几何作图等实践中用途很广
。

根据四次曲线的构成方法能够利用计算机

精确地绘制四次曲线
,

这对计算机高次曲线和 曲面造型有重要的意义
。

重虚圆点四 次曲线的方程

三线坐标系 如 图 下 四 次 曲线的方 程川 为 少 。 矿 ,

了 十 一
。

其 中 。 为 月和 了的二元 。 次齐次多项式
, 。 一

, ,

⋯
, 。

在无穷远的圆点处具有 对结点的四次曲线
,

即重虚圆点四

次曲线
。

在三线坐标系下
,

若
,

是 四次曲线的 个结点
,

则

夕
,

的 次项
、

次项消失
,

且 次项 系数等于 。构成这 点的切

线方程
,

其判别式必大于 。 所以在三线坐标系下
,

以
,

为

对结点的四次 曲线方程二‘二为

丫 月

图 三 线生标系

扩 大 月 均 十胡 尸 , 了 矿十 、 尸 月 谓 了 一 。

式中
,

月
,

为三线坐标
, , , 几, 产 , , , , 。 , , , , 为常系数

,

且 , 久, , 。 艺 久, , 。

假设
,

为无穷远处圆点
, ,

是直角坐标系的原点
,

则记 一
,

月一 二 , 了一 一
,

代
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入式 得直角坐标系下的方程

一 夕 〕 几 少 ’ , 产 , 一夕 产一 ,

却
夕 仁 一 夕

改变常系数用实量代替 一
, 产一 , ,

一
,

则式 啊写成

夕 。 夕 。

其中
。 , ,

一 。, ,

是
,

的二元 次齐次多项式
。

这就是重虚圆点四次曲线的普遍方程
。

圆锥曲线反演变换法构成重虚圆点四次曲线

圆锥曲线的极坐标方程为 夕 夕 。 夕 夕 。 。

设

反演极与直角坐标系
、

极坐标系原点重合
,

经过反演变换 得 对端 泊 , 夕, 夕,

夕, 夕,

全
,

式中 为反演半径 再化为直角坐标得

斌 刃 对 对 丈 十 尸 式 一

为了书写方便
,

以下不再加角标
“ ” 。

从式 可以看出
,

当 尹 。时
,

一般二次曲线经反演变换后为重虚圆点四次曲线 当 一

即二次曲线经过反演极 时
,

四次曲线退化为三次曲线
。

一般二次曲线经反演变换后均通过坐

标原点
,

且坐标原点是一个二重点
,

曲线在该点的切线方程 由 了 一 。给出
,

当二次

曲线是椭圆
、

双曲线
、

抛物线时
,

原点将分别是重虚圆点四次曲线的孤点
、

结点和尖点
。

例 椭圆 犷一 一
, ,

反演后为四次曲线 了 犷
’一 了一 犷

,

见图
。

例 抛物线 了 十 犷 二 一 。
,

一
,

反演后 为四次曲线 尸 犷
夕 夕 砂 夕 ,

见图
。

孤点四次曲线 尖点四次曲线 图 反 演变 换后 各种 重

虚 圆点四 次 曲线

。 结点四次曲线 伯努利双纽线

例 双 曲线 了 犷十 二 十 一 。,

一
,

反演后 为 四 次 曲线 了 犷
夕 少 二 妙 少 ,

见图
。

例 等 轴 双 曲 线 尹 一犷一 一
,

一
,

反 演 后 为 伯 努 利 双 纽 线 犷 犷 一

一夕 ,

见图
。

个类射影对应圆束相交构成重虚圆点四 次曲线

类射影对应圆束定义 个一次线束 十构一 。
,

又 一 。
,

若 一
,

一 互相对应
,

则
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满足 几, 一 久 为常数 时
,

线束成射影对应闭
。

有 圆束

人一 几九一

一 几

人一
,

几一 互相对应
,

则满足 久, 一 几 为常数 时
,

圆束为类射影对应
。

式 和 中
,

九
, , ,

均取圆的标准方程式
, 一 , ’ 一 月, 一对一 。,

九 一 一月 一

呈 , 一 一月 ’一 二

卜 。
,

一 一风 一 卜 。
。

由式 和 消去

几得 一差了 一 一 。
。

将
, ,

九
, ,

的值代入并整理得

掩一 一 ‘ 一 一 月 月一月一月 」
‘

妙 少 夕 。

其中

一 《 武一戒 时 醚一端 一 嘴 那一梢 端 属一瑞

月 月 一 月 月

一 吠 成一戒 武 斑一端 月月 一 嘴 那一瑞 峭 那一梢十 风夕

一 《十斌一戒 嘴 斑一端 醚 那一 峭 那一砖

一 月 夏 月一 月 圣 月一 矛〕 月 兰 夕呈一 墓 月 盖 月一

。一 斌一瑞 城 那一戒 一 端 那一端 嘴 那一端

由式 可知
,

个类射影对应圆束相交所构成的曲线是重虚圆点四次曲线
。

当 一 时
,

次项消失
,

曲线退化为三次虚圆点曲线 因为式 和 圆束中圆的一一对应因 的不同而

不同
,

所以
,

当 取不同的值时
,

可得到不同的曲线
,

其交点轨迹也不同
。

例 给出 个 圆束 人一 一 一 ’一 穴 一 一 ’一 」一 。, , 一 一

一 久 二 一 一
。

其交点轨迹的方程为 走一 二 一 走一

夕 夕 一 工
一 妙 一 夕 一 走 一 走

十 一 一 。
。

当 半 时
,

可得到不同的四次曲线
,

如图 所示
。

口
一 一 一 图 不 同 值 时各种重 壶

圆点四 次 曲线 图

一
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结束语

重虚圆点四次曲线在实践中用途很广
。

笔者提出并研究了它的 种构成方法
,

采用此方法

可以借助计算机精确绘制这类曲线的图形
。

这对计算机高次曲线和 曲面造型具有参考价值
。

参 考 文 献

,

一

马忠林 几何学 长春 吉林人民出版社
,

一

许志群
,

吴海霞 射影几何基础 北京 高等教育出版社
,

一

边 欣 四次曲线的基本理论及其构成方法的研究 学位论文 〕北京 中国农业大学
,


