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曲壳有限变形研究之二 有限转动理论和数值算例 ①

詹福 良② 李明瑞
中国农业大学工程基础科学部

摘 要 阐明了有限转动的特点和叠加规律
,

在此基础上推导了转轴的变分规律并具体应用于文《曲壳有限

变形研究之一 理论及有限元列式 》见 詹福良
,

李明瑞 中国农业大学学报
,

”
,

一
。

算例表明

本文列式具有明显的平方收敛效率
,

并且计算结果与加载步长无关 ,在牛顿极限加载步长之内
,

由于不受小加

载步长
、

小转动增量等的限制
,

对大多数间题都可以通过 步加载直接求解
。

关扭词 有限元 有限变形 有限转动 叠加规律

中图分类号
·

,

,

,

, ,

有限转动盛加规律

维空间中有限转动的转轴从根本上区别于平动位移和微小转角的概念
,

表现在

有限转动转轴的 个分量是相互藕合的
,

只有把 个分量当作 个转轴整体才能有效

地表征间题
,

单独地研究其 个分量是没有意义的
。

空间有限转动是有顺序之分的
。

如图 的示例
,

先由 转动 中 到
,

然后 由 转动 叭

到
,

与先 由 转动 中 到
,

然后 由 转动 中 到
,

一般是截然不同的
,

亦即 和 一般是

不会重合的
。

次转动的合成不能通过简单叠加来完成
。

仍如图 的例子
,

即不能由 转动 中 叭

到
,

也不能由 转动 中 中 到
。
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困 有限转动示例

为此
,

对 维空间中的有限转动问题
,

必须有它特殊的研究方法
。

这里只对与我们的应

用至关重要的转动叠加理论作简要的描述
。

欧拉参数引人

仍设 日一 叨
, ,

是一转轴向量
,

一 创 是 的欧拉模
,

定义
‘ 庆

, ,

又。 夕 ,

入
, ,

并记 入 久
, 又 ,

几
,

则把 几。 ,

入 合称转轴 的欧拉参数
。

有限转动盈加

参考图
,

设定坐标系 内
,

先有转动 。 , 一 叭
,

外
,

吸
,

再有转动 中 一 外 , ,

乳
,

舜
,

它们对应的转动矩阵 分别记为
, 和

,

则 次转动合成之后等效的 次转动的转动矩阵为

一孔 , 但是
,

欲求 次转动合成后等效的 次转动的转轴 中
,

须引入初始与 重合的随动

坐标系 了犷了来考虑
。

仍如图
,

先有转动 。 , ,

此时 了了’也随着转动到新的位置
,

设定坐标系

内再有的转动 。 在该 ’了’下描述时为 弼 一 喊
, ,

喊
,

喊
,

则有 叭 一 丁。
。

由 欧拉

参数的定义可得 。 和 中冬各 自对应的欧拉参数
,

并分别记为
。 ,

和
。 ,

同时设前面

次转动合成后等效的 次转轴 。 对应的欧拉参数为
。 , ,

则 户。 ,

可由
。 ,

和
。 ,

了 按下式求得

「
, 。 。 一

「
“。 一

「
“。 一“

「
“。

一 叮。 匕 」

然后
,

再根据式 反求
。 ,

对应的 。一 叭
,

外
,

仍 的各个分量
,

于是合成后等效的 次

转轴 巾 即得
。

实际上
,

这里定义的欧拉参数的叠加过程就是 元数叠加规律
。

不妨仍按文献

幻形象地记为 ①
,

则读者可容易地验证图 中有 中 ①叭 ①姚 一 口 成立
,

亦即由 依次转动

口
,

中 , 巾 到 对应等效的 次转动即为 中 ,

这一点从图上也可以直观地看出
。

需要指出的是
,

当合成后的转轴 中 的欧拉模 奸 训 等于或接近 武 为整数 时
,

欧拉参

数中的 会相应成为或接近零向量
,

从而反求 巾 会出现奇异
。

从物理意义上看
,

这实际是转动

后的位置与转动前重合的特殊情况
,

因而这种情况下转轴的方向有无穷多种
,

从而导致无法确

定该合成后的转轴
。

解决这一问题有 种办法 当 中接近奇异点到规定的误差范围之 内时
,
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即不再反求 口
,

而直接赋值 口 为 。向量
。

在应用中只引入欧拉参数作为基本未知量
,

而不再

反求 中
。

文献 〕也曾提到这种运用
。

对转轴的微分和变分及其具体应用

正因为有限转动的转轴与线位移相 比具有祸合和叠加上的特殊性
,

所以对转轴的微分和

变分也与线位移的情况 有所不

同
。

这里主要介绍法线位移和转

动矩阵对转轴的微分和变分
,

并

将文献 〔 」中涉及对转轴微分和

变分 的具体列 式也在此 处 来讨

论
。

一般表达式

如图
,

在坐标系 内

引 认冲
‘一

已 以

设转轴 对应转动矩 阵 使法
线

。

转动到
,

此时一个微小的 图 对转轴微分 的一 般形式 和具体应用

转轴增量 对应转动矩阵 扩使 转动到 户
,

则写出 关于 日 的微分形式

一么 户厂 一总 护一 一么护
’

根据转动矩阵的表达式
,

容易得到飘护
‘

一“ ,
,

代入式 “ ,则有

日 , 日 一 日

式 即为法线位移对转轴微分的一般表达
。

同样可以写出对应的变分形式
, 日 阳 古日 一 拍

同时又 由于 一 。 ,

一 。 一 。 ,

代入式 则可得转动矩阵 对转轴的微分和变分

的一般表达形式

日
, 占 占日

有了这些基本关系
,

下面对文献 」中 个与转轴变分有关的列式进行具体推导
。

应用于求文 幻中的 矩阵

根据文 〕中的式 写出文 」中式 的具体形式为 加一 一 加丁
,

加丁
,

⋯
,

万
,

先

记

肠‘一 ‘ 日
, ,

⋯
,

则

巨
一

⋯
‘

二

⋯
,

」

因而重点是求 份‘。

如图
,

在 标架内
,

直接利用式 可得

肠 份乳 几 已

注意图中除了定坐标系 艾 , 之 仍引入 了随动坐标系 了了
,

并把 已 在 ’了 内的描述记为
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以
,

是因为实际应用中需要用 以 表达的 加‘ ,

则根据 和 了了的转换关系
,

并利用叉乘矩

阵的张量性质
,

式 可写为 加、一了
·

叭占以一工 瑞 万
·

叭古以 工犷
·

以
,

代入式

即得
, ,

几 一 ‘

再将 代入式 即得 矩阵
。

须明确指出的是
,

这里采用在随动坐标系 ’了了内定义的 以

列式
,

导致平衡方程中外载 右端项 对应的 个弯矩分量也必须是在 ’犷’内定义的随动载

荷才有意义
,

也就是说
,

该列式要求外载中的弯矩分量是与法线一起转动的随动载荷
。

应用于求文仁 〕中的 二矩阵

将式 代入文 〕中的式
,

有

阵溉

一
彭 一

⋯
‘

‘

⋯

万粼王
二

」

先记

万以
二

, 以
, ,

⋯
,

则有

匹
一 ⋯

⋯

⋯
二

」

下面进一步求
, ,

须计算 眺
二 。

由式 有

乙万赚 几 万〕眺
二

品 疏
二 一

这里重点是计算
‘ 。

利用式 并同样考虑 和 犷 的转换以及叉乘矩阵的张量性质
,

有
、 日

‘ ‘

以
、 ,

以 了
· ‘ ‘

以
,

则 丁 以 丁
。

以此代入式
,

得到

万疏
二

几 以 万眺
二

万赚
二

以

根据式 便得到
‘一 万眺

二 。

容易看 出
,

这里
‘

一般是非对称的
,

所以代人式

后得到的矩阵 二也是非对称的 但由于此处的不对称现象相对整体刚度矩阵而言只是

局部的相对次要的因素
,

所以实际计算中可以忽略其不对称性而直接采用对称求解器求解
,

效

果也很好
。

小结

我们把本节对转轴的微分和变分的这套方案称为叉乘方案
。

笔者充分考虑 了有限转动的

特点和叠加规律
,

把增量转轴作为一个整体来对待
,

这不同于向转轴的各个分量直接硬求导

数 的做法
。

因为空间转轴向量是各分量相互祸合的伪矢量
,

必须由 个分量共同表征问题

才有意义 同时转轴 日 在增量转轴 日 作用下
,

也不能由 简单求和得到新的转轴
,

而必

须通过 元数法则来叠加 所以
,

一般地讲
,

对函数 简单地向其转轴 的 个分量
, ,

么 分别求导数或微分是不具有实际意义的
。

这套叉乘方案在使本来极为繁琐的求导过程得到
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简化的同时
,

也更符合有限转动的客观规律
,

因而更可取
。

下面通过算例来证明这一理论和列

式的有效性
。

数值算例

刚体转动

通过对结构转动轴线上的节点的线位移自由度给予

约束而对其转轴 自由度给予指定位移的方法
,

分别进行

平壳和 曲壳结构的刚体转动模拟
。

将结构离散为单个或

多个的单元网格均可顺利通过
,

无论平壳还是曲壳单元
,

刚体转动后结构 内部均既无应变也无应力产生
。

加载步

长最大都允许为 耐
,

并且理论上可以无限制地连续加载

下去
,

亦即能够模拟任意角度的刚体转动行为
。

图 示 出

一平面单元 步加载结构刚体转动 周的情况
。

模拟梁的纯弯曲

材料参数及结构参数见图
。

其中 为弹性模量
, ,

为泊松 比
, ,

分别为梁的长度
、

宽度和厚 高 度
。

结构

右端固定铰支
,

左端滑动铰支
,

两端同时承受弯矩
。

根

据对梁的理论分析
,

在材料弹性范围内
,

在弯矩 作用

下结构应当弯曲成圆弧
,

并且当 一 二 其中

一 矿 为梁的抗弯截面模量 时
,

结构将弯成整圆
。

在模拟过程中
,

分别用
, ,

个 节点单元
,

采用

数值积分方案进行计算
。

当单元数超过 时
,

计

算精度已经不再有明显的改观
,

因此认为这里 个单元

得到的结果即为数值意义下的精确解
。

计算中采用的加

载步长为该理论列式的极限步长
。

计算结果的变形

图 步加载结构刚体转动 周

图 铰支梁两端受集中弯矩变形图

图和左端点的位移值分别见图 和表
。

可以看出 数值解与理论解基本上完全一致
,

但当 , 不

为 。时
,

数值解与理论解的差别有扩大
。

表 中对比列出了 , 时的数值解和理论解
。

表 铰支梁 自由端位移 的数值解和理论解

横向位移 法线转角 夕

加载步
,

︸勺月自︵找︶匕月任丹了哎

⋯
曰勺」一 一

理论解

一

一 一

一 一

一

一

一 一 一

一 一 一

理论解
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一般曲壳的有限变形分析

顶端开孔的半球壳结构
,

在赤道上分别受 个向内和 个向外的对称集中力作用
。

由对

弹性棋且 ￡ , 泊松比 ,

球壳 半径 厚度 开孔锥角 ’

为载荷因子

图 顶端开孔 的半球壳 结构的初始网格 和变形网格

禅
妇

, 十 卜 ·心 侧 ,
户。口 训 , 户 。尸 卜 卜 嘴卜

协 一

、、 气》 、入
,

、

劝
、

, 盏
‘

一

网格

—
点 的 位移

一一 点 的 二 位移

一 点 的 位移
一
一 点 的 二 位移

网格

点 的 位移

点 的 二 位移

点 的 位移
。 点 的 二 位移

件
一蓬

载荷因子

图 力作用点处的载荷一位移曲线

称性只取 结构计算
。

与文献 对应
,

图 给出了结构参数和用 个 节点单元剖分

时结构的初始网格 与变形 网格
。

计算中
,

在保持平方收敛速度相同的情况下
,

可以只用

一 步加载便得到文献 〕用 步加载得到的结果
。

图 给出了用本文方法得到的

和 这 种网格剖分情况下载荷作用点 受压 和 受拉 处的位移一荷载曲线
。

可以

看出
,

种网格的解已相当接近
。

由于文献中都没有提供该算例的具体数值结果
,

所以无法进

行精确 比较 但是由于本文列式与其他各种近似理论列式相 比没有引入任何的简化假设
,

所以

用它得出的数值结果应当更精确一些
,

并可以作为一个标准来对 比检验其他各种近似理论的

优劣
。

表 即列出了用本文方法得到的该算例的部分数值结果
。
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表 载荷作用 点 和 处的位移

载荷

因子

点 的 位移 点 的 位移 点 的 位移 点 的 位移

义

网格 网格 网格 网格 网格 网格 网格 网格

结 论

笔者以位移型退化壳理论为基础
,

充分发挥刚性线段的运动学模型和有限转动矩阵的作

用
,

抛弃以往的各种简化假设
,

提出了与 维连续体有限变形基本理论相统一的曲壳有限变形

完整理论
,

详细推导了该理论基于 方法的有限单元列式
。

数值检验证明本文理论和列式是

非常有效的
,

对一般问题总有较高的收敛速度
,

并表现出对大加载步长的良好适应性和计算结

果与加载步长的无关性
,

从而能够可靠地用于板壳结构非线性有限变形问题的求解 同时本文

列式也为板壳结构的稳定
、

屈 曲和弹塑性分析提供了一种有力的工具
。
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