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具有滑移铰约束多体系统的动力分析

李 晶① 李明瑞 ②

中华人民共和国容奇海关 中国农业大学工程基础科学部

摘 要 针对具有滑移铰约束的多体系统对每个物体建立一个牵连坐标系
,

该坐标系与惯性参考系原点相

固连
,

且与物体坐标系时时平行
。

物体的刚体平动在牵连系中以相对运动进行度量
,

而弹性运动仍在物体坐

标系中度量
。

该坐标系充分利用了坐标变换矩阵的正交性
,

从而实现刚体运动与弹性运动的分解
,

降低刚弹

藕合非线性 同时该坐标系为约束方程的描述以及物体的有限元描述都提供了极大的方便
。

数值计算结果表

明
,

该方法是解决具有滑移铰约束的多体系统动力分析问题的有效方法
。
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柔性机械系统
,

特别是高速度
、

高精度的平面机械系统的动力学一直是人们研究的重点课

题
,

研究方法也从过去单一的有限元方法〔卜 〕过渡到现在的多柔体动力学方法 〔
‘一‘’〕。 多体动力

学对系统的描述更加准确和有效
,

但描述的复杂程度也成倍增加
,

所获得的动力学方程形式复

杂
,

其藕合性
、

非线性特性
、

刚性特性以及微分
一
代数混合特性使得数值求解十分困难 因此

,

许

多学者提出不同的坐标轴理论和坐标缩减技术〔
,一川来获得形式简洁

、

易于求解的动力学方

程
。

对多体系统而言
,

坐标系的选取至关重要
,

它使对复杂问题的描述变得较为简洁
。

实际的机械系统是千差万别的
,

约束形式除了圆柱铰约束和平面滑块约束外
,

滑移铰约束
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也是机械系统常用的约束形式
,

该种约束可将圆周运动转化为往复运动
。

在这种约束中
,

一物

体在另一物体的导槽或导杆上滑动
,

同时带动该物体作定点转动或平面运动
。

这 个物体共同

组成一个铰链约束
,

而且约束的相对位置也在不断发生变化
。

具有这种约束的机械系统一般不

具有较高的转速
,

但由于通常具有急回特性
,

导杆或导槽受到较大的横向力
,

故弹性变形不容

忽略
。

在以往的研究中
,

所建立的坐标系统
,

无论是参考坐标
、

铰点相对坐标还是切线坐标
,

对描

述具有滑移铰约束的多体系统具有一定的困难
,

主要表现在对约束方程的描述上
,

因为滑块在

导杆或导槽上的位置不断改变
,

难于在绝对坐标系中描述
。

本文采用的牵连坐标系较好地解决

了这一问题
。

针对约束的特点
,

灵活使用绝对描述或相对描述
,

获得了形式简单的约束方程
,

从

而可为数值求解奠定良好基础
。

本文中
,

滑块和导杆均作为单独的物体
,

滑块可认为是不变形的刚体
,

而导杆则视为弹性

体
。

在有限元描述中
,

对导杆进行固定的有限元剖分
,

滑块在导杆上的不同位置对导杆施加横

向力
,

可认为导杆受到一个作用点位置及大小不断变化的外力作用
。

在确定外力的位置时
,

采

用一维搜索以确定外力所作用的单元及该单元各节点的位置
,

而后将作用力等效到各节点上

形成节点广义外力
。

这种方法无论从理论上还是实际上都是正确和可行的
。

坐标系和运动学

描述一个多体系统的传统的坐标系统对滑移铰约束或

平面滑块约束的描述较为困难
。

笔者建立的如图 所示的

坐 标 轴 系 统
,

由惯 性 参 考 坐 标 系 妙
、

牵 连 坐 标 系

川抓成
、

物体坐标系 ’少分 和单元坐标系 。
,

少
,

组

成
,

其中牵连坐标系与物体坐标系时时平行
,

物体的刚体运

动在 飞叭城 中描述
,

弹性运动在物体坐标系中描述
。

弹性

体上一点 尸
,

在牵连坐标系中的位置为该物体坐标系原点

在其牵连系中的位置与该点在物体系中位置的线性叠加
,

可表示为

笋 乙
图 弹性体坐标轴系统

式中 乙为物体系原点在牵连系中的位置向量 尸
,

为该点在物体系中的位置向量
,

可表示为
,少

式中 “ 和 分别是点 尸 变形前的位置向量和变形向量
。

采用有限元方法描述点 尸 的弹性变

形
,

有
‘, ‘ ,

式中 ’
少

为单元形函数
,

为点 尸 所在单元的节点位移向量
。

将式 和 代入 得

笋, 吕 , ‘ ,

于是点 尸 在惯性系中的位置向量为

笋
‘

笋, ‘

乙,十
‘少 ’,

式中澎 为坐标变换矩阵
,

对二维问题有
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夕

夕

一 夕
,

夕

对于三维问题
,

每个物体除了存在 个平动自由度外
,

另有 个转动自由度
,

通常以欧拉参数

或欧拉角表示
。

当采用欧拉参数时
,

有

夕若 “‘’一‘ “ 一“。 ’ ““ 氏氏’
‘

一 “ “。夕 ’ ‘氏 ,’一‘ 口 二
。夕 ’

夕口一 夕十氏夕 夕舌 夕互一

式中
。 ,

口 夕刀
,

〕

式中 为空间轴的单位向量 夕为物体绕该轴转过的角度
。

式 中的 个欧拉参数还应满足

名磷

为获得该点在惯性系中的速度
,

将式 对时间求导得

笋
‘
笋

‘ ‘, ‘,

这样便获得物体上任意点在惯性系中的速度关系
,

这是推导动力学方程的基础
。

多体动力学方程

为利用拉格朗日方程建立多体系统的动力方程
,

首先必须获得物体的动能和势能
,

为此将

式 展开得

宜笋一丑
‘,

吞
‘ ‘

宜乙
, ‘,亡

‘,一 〔
‘ , 丑‘, , ‘

尸 , 〕〔宜蕊
,

白
‘ ,

亡
‘厂 〕

式中 了
,

一 才 夕 笋, 。

如果物体被划分成 个单元
,

则整个物体的动能可表示成

护一

客合工
“’‘尹‘“

‘’

式中 ’为单元密度 功
,

为单元体积
。

式 可写成

任客告
“汀‘ “ , 一

音‘
汀‘ ’“

式中矿一
,

宁
,

口 为 物体作刚体平动
、

刚体转动及弹性运动的广义坐标的组集
。

材
,可

表示为

,少
一

丁、
少

,

‘ ‘

对称

‘ ‘, ‘ ‘ ‘

‘厂 ‘厂 ‘ ‘

‘ ‘ ‘ ‘

,了

对于二维变换矩阵
,

根据其正交性
,

可知

才 才一 梦 奋一
,

舒才一乙

其中 了 为反对称单位阵
,

于是 材
,

写成
门

呱呱叽附韶称对
厂
二

一一

丁穷

灯 笋

对称

, ,

万
‘

‘厂 ‘

厂

︸

’’
产

沪
一一

从式 可以看出
,
‘ 已被线性化

,

这对物体的弹性有限元分析是有利的
。

对三维问题单元质
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量阵的推导请参阅文献「」
,

可同样得到线性化的
“ ,

这里不再复述
。

物体的弹性势能只与物

体的弹性变形有关
,

而与物体的位置无关
。

对于一个确定的物体坐标系
,

弹性势能有唯一的形

式

一交二 、喜
‘ ,。

丁二片 乙

其中 沙 为物体有限元节点广义坐标的组集 为各单元刚度矩阵组集而成的物体刚度矩阵
。

式 也可写成
‘二二

、 、

一万叮
一

压
’

叮
‘

‘

具有如下形式

」
一

一一
一刃

在本文的推导中
,

物体的平动在平行于物体坐标系的牵连系中度量
,

但整个物体的动能和

势能仍然在惯性系中度量 因此对动能和势能的表述是全面的
。

将式 和 代入拉格朗日

方程

呈筹
一

斋器 砰
, 一。

式中峨 为 物体的约束雅克比阵
,

入为约束乘子
,

仓 为 物体的广义力向量
,

于是动力学方程

可写为
‘ 二 ‘ , ‘ ,

‘ ‘

十蕊 ’十鱿
’

人一仃十二布一 『 一
, ,

⋯
,

一
’

式中 为质量阵对时间的导数阵
,

护 矿一 犷称为速度二次项
,

是一个不可忽略的部分
,

为系统中物体的个数
。

在约束机械系统中
,

描述各物体的广义坐标并不完全独立
,

它们之间必须满足一定的约束

关系
,

该约束关系可用一组非线性代数方程表示
,

除此之外
,

系统还可能受有非完整约束
,

表示为

叮 ,

心
,

式
,

和 即构成了具有完整与非完整约束柔性多体系统的动力学方程
。

滑移铰约束的约束方程

图 所示为一滑移铰约束
,

物体 在物体 上作光滑无摩擦滑动
,

同时带动 作平面运

动
,

两物体共同构成一对铰链约束
。

当 为一光滑直杆且不考虑弹性变形时
,

两物体的物体坐

标系方向相同
,

其各自的牵连坐标系重合
。

于是在牵连坐标系内
,

容易获得两物体的约束关系
,

即两物体的转角时时相等
,

其物体坐标系原点在各自牵连系中的 向分量也时时相等
。

写成数

学形式为

夕 夕
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夕乙 夕乙

此约束方程形式非常简单
,

且为线性方程
,

这正是所希

望获得的
。

当考虑导杆的弹性变形时
,

情况略微复杂
。

如图

所示
,

滑块和导杆接触点处产生挠度和转角
,

使两物体

的物体坐标系不再平行
,

牵连坐标系也不能重合
,

倾角即为

滑块与导杆接触点处导杆的弹性转角
。

令接触点的弹性转

角为 尹
,

考虑滑块的方向应为接触点的切线方向
,

转角关

系应满足

夕 夕 尹

式 为考虑导杆弹性转角的角度约束关系
。

由于每个约

束限制 个 自由度
,

因此必须找到另一个约束方程
。

根据约

束性质发现该约束在 方向不产生约束
,

所以应为 向约

束
。

为了在同一个坐标系下确定其 向分量
,

将滑块原点放

在导杆牵连坐标系中度量
,

转换关系为

不考虑导杆弹性变形

⋯
夕泛 一

夕连 尹 」「分
一

「州
」

考虑导杆弹性变形

图 滑块与导杆构成的铰链约束

式中对
,

厂 为点 。
‘

在 州洲 中的位置向量
。

将式 展开得到 方向分量的关系为 对一
, ·

如 导杆上与滑块原点重合点在其牵连系中的 向分量为 步一沁
, “梦 爵一

沁
,

讨 犷沙
‘ 。

式中 梦为 物体 单元 向形函数 户为单元节点位移向量 舔为该接触

点变形前在物体坐标系中的位置向量的 向分量
。

由于接触点在 物体牵连系中的 向分量

相等
,

固有 对一 步
,

即

梦
,‘

舔 少占 乙,

尹 少 ,

尹

式 和 即为考虑导杆弹性变形时在牵连坐标系中的约束关系
,

如果忽略弹性变形的影

响并考虑导杆为直杆
,

即可得到线性表达式
。

当精度要求较高时
,

弹性转角和横向挠度是不可忽略的量 另外
,

由于物体的坐标系原点

在各自的牵连系中描述
,

其坐标变化的幅度难以预先估计 因此式 和 对约束的描述更

为精确
。

根据前面的推导
,

不难得到圆柱铰约束和平面滑块约束的约束方程
,

这里不再复述
。

数值求解

求解方法
, 采用牵连坐标系所建立的动力学方程和约束方程虽然在形式上较为简洁

,

但数值求解仍

然困难
,

主要问题在于方程的微分一代数混合非线性特性和刚性特性
,

因此
,

必须采用有效的求

解方法
。

在研究中发现
,

采用约束方程的加速度形式与动力方程联立的办法求解往往产生数值

发散
,

使数值过程难以进行
,

这是由于加速度约束经 次积分
,

产生对坐标约束方程的违约
。

笔

者直接采用坐标约束方程与动力方程联立求解的方法
,

先用纽马克法对动力方程在 山 时

刻积分
,

并以广义坐标增量作为求解向量
,

得到
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盆 、匆
‘ 、 可入一仓

‘

对于约束方程
,

无论是完整约束还是非完整约束均可通过一定的数学方法将其转变成增

量形式的代数方程

「口

「。 」匆
“ 一 了」

通过联立式 和 求解
,

便可得到 十山 时刻广义坐标的增量
,

再将广义坐标增量代回纽

马克积分格式
,

便获得 山 时刻的广义速度和加速度
。

由于方程的非线性特性
,

需使用迭代

格式
,

直到满足精度要求为止
。

在这里
,

积分步长的选取也至关重要
,

因为步长太小
,

所耗费的

机时增加
,

太大又不能很好地反映弹性运动 所以在选择步长时应兼顾二者
,

尽量避开方程刚

性特性的影响
。

应当指出
,

合理选择积分格式和求解方法是求解多体动力学方程的关键
。

数值算例

图 为一具有滑移铰约束的机械系统
,

由曲柄
, ,

滑块
,

摇杆
,

连杆 和平面滑块 组成
。

其中曲柄
,

绕点 转

动
,

滑块 与曲柄以圆柱铰相连
,

它与曲柄一起转动的同时
,

自身

也绕铰点 转动
,

从而带动 。 作往复运动
。

本例 中
,

。

, ,

各杆直径均为

弹性模量为 密度为
· 一 滑块 和

的质量分别为 及 曲柄角速度为
· 一 ‘ 。

将摇

杆模拟为简支梁
,

分成 个单元
,

积分步长
,

得到导杆横向

挠度与曲柄转角的关系
,

如图 所示
。

可以看出
,

在曲柄转动的
图 滑移铰约束机械系统

只‘

已日﹄

一个周期内
,

导杆弹性变形具

有较大的跳跃
,

反映该系统运

动的急回特性
。

将曲柄角速度

提升到
· 一 ‘

时
,

得到导

杆的横向挠度 曲线如图

所示
。

角速度提高
· 一 ‘ ,

导杆挠度提高较大
,

也说明这

种 系统对速 度 非 常敏感 因

此
,

在结构设计时
,

应预先对

导杆的弹性变形 有很好的了

解
,

以便对结构进行优化设计
。

一

一

一

严严
,

’

“ ,“‘

丫丫
夕

田 · 一 ’

夕

一
一 一 ’

图 导杆横向挠度 , 与曲柄转角 夕的关系

结束语

文中重点讨论了具有滑移铰约束的多体系统
。

在传统坐标轴理论基础上
,

引入牵连坐标

系
,

采用相对运动描述刚体平动
,

消除刚弹藕合非线性特性
,

使动力方程较为简洁 同时
,

该坐

标系为描述约束方程提供了极大的方便
,

从而为数值求解提供了良好的基础
。

在对导杆进行有

限元计算时
,

先对导杆作单元剖分
,

而后确定滑移铰约束力所在单元及距单元节点的距离
,

将
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约束力作为广义外力等效到单元节点上
,

这样只需对导杆作一次有限元剖分 在确定外力所在

单元时
,

采用一维搜索方法
,

根据约束点的位置对单元进行逐个比较
,

对于计算机来说
,

这是一

个瞬间即可完成的运算
。

采用上述理论对具有滑移铰约束的多体系统进行了数值计算
,

效果令

人十分满意
。
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