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库仑摩擦接触问题的位移一力混合接触单元

曾 丁 ① 黄文彬 ② 华云 龙

交通部水运科学研究所 中国农业大学工程基础科学部

摘 要 针对 摩擦接触问题的位移一力混合接触单元
,

为了防止接触面嵌入量太大
,

对于粘接状态

在修正接触边界法向位移的同时
,

提出了一种修正切向位移的方法 为了利用 软件包的求解器
,

将接触

单元滑动接触状态的单元刚度矩阵作了对称化处理
,

从而达到整个问题的总刚对称 这就很好地解决了有间

隙接触问题
。

实例验证结果表明
,

所提出的方法是有效
、

可行的
。

关镇词 摩擦 接触单元 有限元法

中图分类号

,

, ,

接触问题是工程上经常遇到的问题
,

也是较难解决的问题之一
。

笔者在前人研究的基础上

采用位移一力有限元混合法
,

建立了一个完全的 摩擦接触问题的接触单元
,

把它作为

两接触物之 间的界面单元
。

在位移和力的处理上不同于现有文献 文献 〕和 」引入了刚体位

移和物体系的刚体平衡方程
,

文献 〕和 〔 将位移向量和接触面上的接触力 向量作了分解处

理 而本文直接建立接触单元
,

通过接触边界位移反弹修正接触边界
,

达到两接触物体接触边

界几何形状协调
,

利用单元刚度矩阵对称化使总刚对称
,

大量地减少了计算机的内存占用量
,

可以使用各种解系数矩阵对称的代数方程组方法
,

从而达到解决大型问题
、

提高计算机效率的

目的
。

实例验证表明
,

所提出的方法是有效
、

可行的
。

二维库仑摩擦接触问题的描述

令二维库仑摩擦接触问题的物体系由 个物体 口“ 一
,

组成
,

物体的边界 由力边界

酥“ 、

位移边界 又 和接触边界 买 等 部分组成
,

如图 所示
。

总的接触边界以
。

表示
,

且
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。 ‘ ’ , ,

接触点
。

位于接触边界 迄
“ , 上

。

假

定 此问题为小变形 问题 接触边界分 片尤馆
‘

认为在物系的变形过程中
,

点 , 和 始终构成

一对不变的接触点对
。

图 中 在局部坐标系 一

内
,

物体 口 ’相对物体 口‘’永远位于 轴的正方向一

侧 接触边界
“ , 上点

。

的切 向位移用 一
,

表示
,

法向位移以
· “ 一 , 表示

,

则接触边界 买‘’ 。

与 又“ ,

在 由点 ,

与 构成的接触点对处的法向间

隙为 △ 一 一 , 十占
, ,

其中 占
。

为初始法向间隙
,

理论

上要求 △
。

图 二 维库仑摩擦接触问题 示意图

令接触边界 买 上的点
。

受到的接触反力为 切

向反力
。 ,

法向反力
。 ,

在局部坐标系 一 内
,

假设力

的方向如图 所示 再令接触边界 买‘ ’
与 买

’

之间的接

触力为 切 向接触力
,

法向接触力
,

且有如下代数关

系 一 一
,

一 , 一
,

而且要求
。

图 接触力示 意 图

构造接触单元

如 图 所 示
,

通

过位于接触边界 又‘’

上的点 和位于接

触边界 又
’

上的点 构成的接触点对
,

构造位移一 力混合

型接触单元
。

单元由 个节点组成
,

定义
,

为单元的 号

节点
,

为单元的 号节点
,

在局部坐标系 一 内
,

号

节点的位移用
, , 表示

,

号节点的位移 以 “ ,

表

示 号节 点为虚拟节点
,

其他节点以位移为基本未知量
,

‘“

夸了蔽

图

而该节点以接触力
,

为基本未知量
,

在有限元网格剖分时理论上

意给定
,

本文中利用该点形成局部坐标系
。

接触状态及其单元平衡

分离状态

理论上当法向间隙
△试漏‘’一姚猛 ’一训飞讼

’ 占
,

接触单元 示意图

号节点的坐标可 以任

时 数值模拟计算中取 △斌沥‘ 。 , , 。 为非常小的正数
,

接触点对处于分离状态
。

其中 下标 。

表示第 加载步 上标 一 表示第 加载步的第 一 次迭代
。

此时
,

第 次迭代按分离状态进行
,

由定解条件得接触单元的位移增量
、

力增量及右端项
,

用矩阵关系表示如下
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用

月

了了

阴

从

一 薪‘’

一 坏‘ ’

其中

全
“ 一“ 一“

绝
‘山 少 , 刀少 。 一 少 , ,

,

式 也可以简写为〔
,

」△ ,

一
, 。

其中式 中的 。 ,

是为了消除总刚度矩阵的病态
,

使

接触单元的单刚矩阵中的元素量级与接触物单刚元素量级相匹配而选取的参数
。

理论上当 △斌杯”一讨飞就
’一叫韶

’ 占
,

数值模拟 中 细路
‘ ’
簇 。 时

,

第 次迭代转入粘接

状态

粘接状态

理论上当 △斌沥‘’一姚飞就
’一试飞就’ 古

,

一 数值模拟 中 如 矫‘’镇 。 ,

浏杯‘ ’
数值模拟 中

川沥‘’ 。 ,

其中 为一个非常小的正数
,

痴 ” 川浏

定解条件用矩阵关系表示如下

坏 ” 时
,

第 次迭代进入粘接状态
,

祝 洲留
’

加 ,

一 矫‘ ’

浏矫‘

山如匀细
了

一 尸

—

—

—

叮

沥 ”爪韶
’

练
’

天 沥 ”

其中 △ 一 △斌杯‘ ’

当 。镇 △斌杯‘’

镇 。 时

山

当 △斌痴 ” 时

△忿一 △ 杯 ” △暇认
’一 △叫飞韶

’ 一‘ △姚飞韶
’一 △“ 飞韶

’

在式 中 △ 与 山 的作用就是使接触面位移反弹
,

让两物体在接触边界上无相互嵌入

现象
,

在切线方向也位于适当的位置
。

其中 山 是对接触边界切向位移的修正
。

理论上 当 细添
‘’一讲翩

’一训飞韶
’ 占

,

一 数值模拟中 △斌杯‘’

簇 。 ,

或 浏沥‘ ’
数值模拟

中 跳 ‘’ 。 不成立时
,

第 次迭代转入分离状态
。

当 痴
‘’

镇产 路 ” 不成立时
,

第 次迭代转入滑动状态
。

滑动状态

理论上 当 △斌痴 ” 一姚飞就
’一训飞韶

’ 占
。

一 数值模拟 中 △斌杯‘’

镇 。 , ,

浏杯‘’

数值模拟 中

浏薪‘’ 。 和 编 ”

川 痴‘’

成立时
,

第 次迭代进入滑动状态
,

接触单元的定解条件用

矩阵表示为
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、

⋯
、

产一 两

一

彻 森》

如找漏

盯狱

从狱

翻欲漏

彻孤

一

一

一
爪

口一

︶

一 杯” 沥‘’

△”

矫‘’

其中

濡‘ ,

当第 一 次迭代为粘接时

△试矫‘’一 △ 几 当第 一 次迭代为滑动时

△“ 沥‘’一“ 陈
’一码飞韶

’

△ 爪 八。 一 ’。

式中 ’为最近一次由其他状态进入粘接 刚粘上 时
,

号节点 点 在局部坐标系内沿

轴的位移 “漏 为最近一次由其他状态进入粘接 刚粘上 时
,

号节点 点 在局部坐标系

内沿 轴的位移
。

从式 可知
,

滑动状态单元的刚度矩阵是非对称的
,

在数值模拟计算中
,

总刚必须全部驻

留在计算机的内存中
,

再者
,

必须使用高斯消元法解线性方程组
。

这样就导致大量占用内存
,

降

低了机器的效率
,

而且使解决问题的规模受到限制
,

对于微型计算机
,

这一矛盾更加突出
。

为了

利用 软件包的求解器
,

为了提高机器的效率
,

尽可能地解决大型 问题
,

希望利用现有成

熟的解系数矩阵对称的线性方程组的数学方法
,

这样必须使单刚对称化
,

而 由单刚对称化引入

的截断误差
,

只要迭代解是收敛的
,

那么此种误差可由迭代计算逐步来修正
。

为了使单元刚度矩阵对称
,

在此将式 中的切向力增量 △ 省略掉
,

相应地式 中的切

向力取为 甜厂
’
一凡产侧杯‘ ’ ,

也就是说取第 一 次的迭代结果 凡产侧矫‘’

作为第 次迭代时切向

力的预估值
,

则在第 次迭代时定解条件用矩阵就表示成了如下的形式

△川扁
,

△叫森

△到公
,

△尺公
,

△码森

细欲认

一 甜了’

一 拓‘’

△

甜
’

矫‘’

‘勺

亡

一

亡

一 刃

达到了单元刚度矩阵的对称化
,

且修正后的切向力为 洲公
, 一 产侧公

, ·

△。 公
, 一 △“ ’

, 。

理论上当 △斌沥‘ ’一仍飞韶
’一训飞认

’ 占
,

一 数值模拟 中 △斌杯‘’

镇
,

或 浏矫‘ ’

数值模拟

中 品
‘’ 。 不成立时

,

第 次迭代转入分离状态
。

当 杯 ” 一 粼厂‘’

不成立时
,

第 次迭代转入粘接状态
。

算 例

例 在刚性平面上
,

放置一个半径 一 。 ,

弹性模量 一
,

泊松 比 , 一 的

圆柱体
,

其顶点铅垂向下作用一个 一 的集中力
,

设为平面应变问题
,

见图
。

同文献
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〕和 〔 一样
,

近似地取 圆柱体进行分析
。

本文的有限元网格剖分比文献〔 和 简单
,

如图 所示
,

弹性体划分成 个四节点等参单元
,

在接触边界上设置了 个接触单元
。

图

是无摩擦时本文的接触应力分布曲线与 解曲线的比较
,

图 是摩擦因数 产一

时与文献 「 的接触应力分布曲线的比较
,

表 是无摩擦时本文数值结果与 解的比较
。

「「「
巨巨巨 了
匡匡匡 洲洲
门门门
口口口

— 解
。 本文解

人 , 解

文献 解

产一 产

尸、

山芝、‘
卜。‘

形生马 本文解

任,‘丈

芝哎

图 计算模型

图 有限元 网格

剖分

二

图 接触应力分布 图

表 产一 。时本 文数值结果与 解 的比较

解法
横坐标 二

万 斤

解

本文解

误差 一 一

说明 由于接触边界的右端点位于区间
,

之间
,

在此很难确定具体位置
,

所以
,

一 处的接触应力是用弹

性体内高斯点的应力估算的
,

故误差较大
。

例 如图 所示
,

该平面冲压问题选 自文献〔
。

两物体

均为理想弹塑性体
,

服从 屈服准则
。

弹性模量

￡
,

泊松 比 , , , 。 ,

物体 的单向屈服

应力
, ,

物体 的单向屈服应力 。 。

据文献 〕按平面应变问题处理
,

取最大均布载荷 。
二

丙
。

数值模拟得 当 达到 时
,

物体 的塑性区域达到

物体 的底表面
,

与文献 〕结论相 同 文献 〕指出理论值是
〕

。

图 给出了本文与文献〔 〕的法向接触应力的比

较
,

对于无摩擦和有摩擦 种情况
,

弹性
、

弹塑性法向接触应力

的分布规律与该文献完全一致
。

不同的是 在接触边界的左

端
,

文献 〕是弹性解 应力的大小 略微大一点
,

而本文是弹塑

性解稍大一些 有摩擦接触中
,

在最右端
,

对于接触应力的大

小
,

文献 〕是弹性解小于弹塑性解
,

而本文是弹性解大于弹塑

性解
。

但是
,

此结果与笔者用另一种接触单元模拟的结果完全

一致
。

因此
,

笔者认为这些差异是由于方法的不同或是有限元

「「 习习口习习「

一一
‘ 」」

口口口口口口口口口
单位

图 平 面冲压 问题示 意图

网格剖分的不同造成的
。

图 是 产一 时本文的切 向接触应力分布图
,

图 是 产一 时弹

塑性接触状态本文与文献 〕的切 向接触应力的比较
,

该文献指出只有 一 处的接触点

对处于滑动状态
,

而本文在 一
,

两处的接触点对处于滑动状态
,

笔者认为若有滑动
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接触边界一定是某一区段
,

而不是一点
。

一

一 。。

严 之
一 卜

,

、弓

一

一

‘ · ·

一 文献 〕弹性解

—
文献 〔 〕塑性解

一 一一 本文弹性解
一

·

一一 本文塑性解

· · · ·

⋯ 文献 〕弹性解

—
文献 〕塑性解

一一一一 本文弹性解
一

·

一一 本文塑性解

口芝‘

一
一

一 一

。 产 光滑接触 产
·

图 法 向接触应力分布

受、产

声矛

一 一 弹性解

弹塑性解

接触点对处于

滑动状态

一

一
。

真
一 。

考
一

一

玲、“ 〔’〕‘

﹃山心

芝
﹄

心

一 一 创
仑芬

本文解

龙一扁下玉犷 才碗一交一旎一筋

图 产一 时的切 向接触应力

一 一一
, ,

图 尹一 时的切 向接触应力塑性解比较
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