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不精确线搜索条件下

锥模型 凸族算法的收敛速率
①

李正锋 ② 陈 静 邓乃扬
中国农业大学工程基础科学部

摘 要 在一定假设条件下的锥模型 凸族算法的局部收敛性和全局收敛性已有人研究过
。

本文中进

一步研究不精确线搜索条件下锥模型 凸族算法的收敛速率
。

证明了如果初值
,

充分接近强局部极

小点 二
,

那么族中任一算法所产生的点列都是
一

局部收敛的
,

且其
一

收敛阶至少是 护百
,

而不需要假设

充分靠近海色阵甲 二
‘ 。

关扭词 无约束极小化 凸族 锥模型 局部收敛

中图分类号
·

在

,

,

访
一

李万 。 八 , 。 守 ’
, , 二 , 、

·

对于无约束极小化问题
, ’〕提出了一种基于 目标函数的锥近似算法

。

此类算法可

以看作是 凸族算法的一种扩展
。

在假定初始值
,

和 分别充分接近极小值点 及

其海色 阵 甲丫
,

时
,

锥 模 型 凸族 算 法 的 局 部 收 敛性 已 被 图 以 及

和 仁习讨论过 其全局收敛性可见文献
。

笔者进一步研究不精确线搜索条件

下锥模型 凸族算法的收敛速率
,

获得了新的结果 证明了如果初值
,

充分接近强局

部极小点
, ,

那么族中任一算法所产生的点列都是
一

局部收敛的
,

且其
一

收敛阶至少是

澎万
,

而不需要假设
,

充分靠近海色阵甲
’ 。
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锥模型 凸族算法

考虑求解下列无约束优化问题

‘ ”

其中 任
。

锥模型 凸族算法是一种迭代算法
。

在每一迭代步
,

构造一个锥函数来近似目标函

数
,

使其与目标函数在当前迭代点和前一迭代点处有相同的函数值及梯度值
,

然后基于此锥函

数的极小点确定下一步的搜索方向
。

与以往 凸族算法不同
,

锥模型 凸族算法

生成的搜索方向不仅与 目标函数的梯度值有关
,

而且还依赖于 目标函数的函数值
,

因此可望能

提高计算效率
。

下面给出锥模型 凸族算法
,

其详细导出过程见文献 「〕
。

算法

选取初始点 任
”

和一对称正定矩阵
, ,

令 一
。

计算 一 甲 二 ,

如果 一
,

则停
,

否则转
。

令
, 一 矛’

。

沿 , ,

方向作一维线搜索
,

确定步长 又
,

使之满足

凡 又 , 人 ,

热 万

令
, 凡

。

计算
, 一 甲 , ,

如果
, 一

,

则停
,

否则计算以下各量

一 一 一 走

, 一 、 一 , , 一 户万
, 户万

,

一 ,

一 万九

, 月
, 一琢

钊 一
态九对人
对

走八

叮万
,

布二了一 一仁 梦凌刃 刀
万 奋

其中必任
, ,

且

一丫对人九
乏

可 对人八

令
,

转步
。

锥模型 凸族算法的局部收敛性

现在研究锥模型 凸族算法 的局部收敛性
。

其中要求式 中的参数 产 满足

脚 镇万

易知
,

大多数线搜索准则均满足式
。

与文献 〕一样
,

需作如下定义和假定
。

定义 给定
” ,

任 , ,

其中 里
”

是一个开凸集
。

如果存在 任
,

使得
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甲 一 并且海色阵
,

一 甲丫
,

是正定的
,

则称
,

任 为 的强局部极小点
。

假定 设 任
,

其中 里 是一开凸集
,

点 任 是 的一个强局部极小点
,

而

且存在
,

的一个邻域 二 和常数
,

使得对所有
,

任 有

甲 “ 一 甲 “ 镇 一川

和

甲 一 甲 毛 一川

成立
,

其中 卜 表示向量或矩阵的欧几里德范数
。

易知
,

由假设
,

存在 的 个邻域 和 个

正常数
,

和
,

使对于所有的 任
,

下列不等式成立

一 蕊 一 镇 川 一
二 ,

和

毛 一 毛

其中 一 甲 二
·

。

下面 个引理将确保存在
,

的一个邻域
,

使得当起始点
, 任 时

,

算法 是适定的
。

为书写简便
,

在无混淆情况下
,

略去下标
,

并用
“ ”

代替
。

引理 设
”

满足假定
,

则存在强局部极小点 的一个邻域
,

使得 对所

有 任
,

甲 ’ 是正定的
,

并且式 和 成立 对所有
,

任
,

并
,

有

一 一 互 川
‘

和

一月 镇

其中 月一班二
十 , 二 一 一 一梦

,

一 一
,

一
,

一
,

一 甲
,

、一 , ,

夕一丫 一
、 一 互

,

。和
、 。是常数

。

证明见文献 幻
。

为避免常数太多
,

下面引入约当符号
· ,

例如 一 。 表示存在一个仅依赖于式

中常数
, , ,

和 的常数
,

使得日 簇 。 。

其中 是一个向量或矩阵
, 。

伪一充

分小的量
。

现在考虑算法 的一个代表步
,

即从 和 分别导出下一步 和
,

其中 任
,

是一正定矩阵
。

对任何 任
,

设 。一二一
, ,

一七一二 、一
。

由于只讨论局部收敛性
,

为不失一般性
,

可假

定 ￡充分小
。

首先
,

给出 一 的一个相当精确的估计
。

事实上
,

容易看出

、 工 一 , 了
·

一
了 ·

一

一““一
‘·甲 , ,‘ ‘ 一

一“一告
“‘ ·。一仁 ⋯

式中用到了 一 。 。

另一方面
,

由式 知

产一 一 七 一

由平均值定理和假定
,

有

, ·甲 工 二 ’￡ ·

几一 一产
一

甲 “
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其中 满足 。 又
。

因此

几

从而由式 得出
,

对所有 川

二

卜产恙
〕

,

有
二 一 二 、 一冬 一

。
厂绘竺厂 。

。 刁
乙

’ ‘

行 一 一

由于 一 一 ’ ’

川
,

有 尹
,

一扩
一 ’ 一 ‘

成 一 ’ ’

酬
,

其中 一
。

注

意到对于小的
,

应用式
,

可知存在常数 泞
,

使得对于小的 。
,

有
二 , 、 二 , 、

叙 一声 二 , 、 , , 、

了 、沈
一

’一 少 、 夕夕 石丽又丙乎
了 、 夕一 了 、

’ 产 」

其中 一 川卜
一 ’日

,

因此有

引理 假设假定 成立
,

考虑算法
,

其中
, 任 “ ”

正定及所有
,

氏任
,

〕
, 产 , 任

〔
,

动
,

万
,

则存在常数 占 和
,

使得如果
,一 川 占

,

则由算法 生成的序列 或者

有限
,

即对一些
, 。一二

, ,

或者满足对所有
,

有

,一
·

,镇 ‘
,

,

〕
, 一

,

显然
,

如果 一致有界
,

那么引理 表明
, 一

,

至少
一

线性收敛于 。
。

再由

式 可知
,

则 一
,

也至少
一

线性收敛于 。
。

为了证明对于充分小的 。 一 一
, ,

的有界性
,

这里应用 〔 〕的结果
。

引理 〕 设 是一个正定矩阵
,

和 为向量
,

使得存在另一个正定矩阵 有

尸
,

月 一 并
,

则对所有 夕任
, ,

由算法 生成的正定矩阵 和 具有下列性质

落 抓
,

镇
一
镇

, 一 ‘ 。

现在应用这个引理来寻求关于
、 、 一 川

‘ 万‘ , 一 一
,

丫, 平’ 丫, 和 一 十 一

的界
。

由下面不等式给出 的界

毛

式中
, , · 一 ‘ , , 。

引理 假设假定 成立
。

考虑算法
,

其中
,

正定且对所有
,

氏任 「
, ,

热 任
,

动
,

不
,

则当 , 充分接近 二
,

时
,

算法 产生的任何一对正定矩阵
, ,

一人 满足估

计式

镇 「
一

毛
一 一 ’

「
、

毛 卜

其中 。一‘ 一从一
‘ 。

证明 现证明对于小的 笋 。
,

存在正定矩阵
,

有

丁‘ 口 , 。

其中 一 一
,

并且 一月 、 一尸
。

事实上
,

对于小的 笋 。
,

存在正交阵
,

使得 一

户 丫万
, ,

⋯
, 。

由式 和
,

并注意到 户 。 ,

有
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瀚
、一月 〕

、一 。 〕
,

万 、一

吴
‘ ,‘ ,

一‘ , ·

因此
,

对于小的 。 拼 。
,

存在对角阵
,

有 工兀厂
’ 工延万 一

,

一 一 一 川
,

因此矩阵

一 满足式
。

在引理 中
,

令 一 丁’‘,

即得所要的结论
。

作为引理 和引理 的一个简单结果
,

有如下引理

引理 假设假定 成立
。

考虑算法
,

其中 正定
,

且对所有
,

氏任
,

」
,
产 任

,

动
,

再
,

则存在常数 占 。
,

。
, ,

使得如果
, 一 川 占

,

则由算法 生成的序列
。

或

者有限
,

即对一些 从
, 二 , 一

,

或者下面估计式成立

。 、
垂一卜 ,

·

、 ‘一最仁
涟 ,一

·

, 〕

、。
,

、 ,

办 石 二了汾
,

」
其中 一

, 。 。

下面的引理表明
,

如果 。 充分小
,

则引理 中的常数 二 一致有界
。

引理 除假定引理 的假设成立
,

还假定下面不等式成立
,

介石万二了夏丁万了簇
,

那么
,

对所有
,

镇
, 。

其中 “ 和 一
,

的定义与引理 和引理 中的一

样
。

证明见文献 」
。

因此
,

由引理
,

和
,

可给出下面定理
。

定理 假设假定 成立
。

考虑算法
,

其中对所有
,

参数 氏任
,

〕
,

脚 任
,

动
,

再
,

则对任何常数
,

存在常数 占
,

使得对任何初始点
, , 一二川 占

,

并且对任何正

定矩阵
, , ,

簇
,

序列
走 ,

或者有限
,

即对一些
, , 一

二 ,

或者无限
。

在后一种

情况下
,

当 时
,

所有常数 川 川 不
‘
一致有界

,

因此序列 至少
一

线性收

敛于
。

收敛速率的估计

在 中
,

证明了由锥模型 凸族算法产生的序列 二 至少局部
一

线性收敛
。

确实

有例子表明
,

对所有
,

使用固定的 不一脚并 。
,

仅得到线性收敛速率 见文献 」 所以
,

总的来

说
,

如果 产
,
只在远离零点处有界

,

则不可能得到更好的收敛速率
。

在下面引理中将看到
,

如果

热 足够快地收敛于 。
,

即不精确线搜索渐近地变成精确线搜索
,

则有比较好的收敛速率
。

引理 假设假定 成立
。

考虑算法
,

其中对所有
,

参数
, 任 「。

,

〕
,

毛热毛 万
,

,

不任
, ,

是常数
。

进一步
,

选择 二
, , ,

使算法 关于参数 氏和 产 生成的 个无

穷序列
, , ,

具有性质
,

盛 仁属二

对所有 和某个常数
,

有

小 「‘
,

尸

则存在不依赖于 的常数
, , ,

⋯
, ,

使得对每一充分大的
,

存在一
,

蕊 镇 有 二
, 一
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,

毛
,

一
, 。

特别地
,

对所有充分大的
,

有
十

一‘
·

镇 一了
· ,

卜思忿乙
而且

,

序列 至少
一

收敛于 二
, ,

收敛阶为
,

丫万
。

证明 证明技巧与文献 中关于标准 凸类所用的方法类似
。

其主要思想如下

对于固定的充分大的
,

定义 熟一
,

入一 并且把对于
,

带参数 汐
, 一氏

,

户
, 一 。及初始值

主, ,

入 的 方法应用于二次函数 一 一
, ,

一
, ,

这样
,

当 充分大时
,

得到迭代点 壬
, ,

入
一 ,

分别近似
, , , 。

众所周知
,

所有带有 汐 的精确 方法用

于严格凸二次函数 了 ’’
,

至多在 。 步达到精确极小
,

即存在一个 镇 。
,

使得 熟
,

一
,

因

此
,

如果证明差 △“
十 ,

一二走 一全 一
,

是小量的话
,

则
,

一
,

是小量
。

这里细节略去
。

定理 保证
,

如果 二
,一二

,

足够小
,

则引理 中的假设 和 可以对所有的 成

立 因此算法 中的点列至少局部收敛且阶为 李厄
。

更精确地
,

有如下定理
。

定理 假设假定 成立
。

考虑算法
,

其中对所有
,

参数 氏任
, ,

落脚毛 再
,

,

万 「
, , 。为常数

,

则对任何常数
,

存在一 占 。
,

使得对任何初始点
, ,

一
,

占和任何正定矩阵
,

且 毛
,

则存在不依赖于 的常数
, , ,

⋯
, ,

使

得对每一充分大的
,

存在一个
,

簇 簇 且 十 ,

一
,

簇 川
乏一 川

。

特别地
,

对所有充分

大的
,

有

、
,

一二川簇 一‘
· ’ ,

一思馨乙

而且序列 至少
一

收敛于 二
, ,

收敛阶为 丫万
。
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