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矩阵与多项式稳定性判别法的一种新证明

杨 正 宏 ①

中国农业大学工程基础科学部

摘 要 通过用 矩阵将 矩阵同步转化成对角形式
,

对一类古典多项式稳定性判别法给

出新的证明
。
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中图分类号

,

矩阵的特征值或多项式的根在复平面内的分布叫惯性分布
,

简称惯性
。

当特征值或根分布

在某些特定 区域时
,

称该矩阵或多项式是稳定的
。

多项式的稳定性通常转化成一种叫

的矩阵去判断
,

这方面有许多经典的结果
,

如文 〕等
,

但它们的证明都基于较繁琐的计算
。

文

「 」中曾给出了一个将 矩阵用广义 矩 阵同步转化成对角形式的结果
,

笔者试图用这一结果对几个古典稳定性判别法给出新的证明
,

这种证明简单明了
,

无需太多的

计算
。

给定 个实系数多项式 劝
,

劝
,

其中 以 的次数 劝 一 且最高次项的系数为
,

称为首一多项式
,

劝的次数 劝镇
,

矩阵
,

由如下形式定义

几 产 一 几 产

又一产
一 万万

,‘一 ‘。, 一 ‘

少

定义 称 匆
,

占
, ,

犷,’
,

为 口以 与 以 的 矩阵
。

关于 矩阵
,

有如下一些基本结果
,

更一般的讨论见文
,

等
。

刀 ,

是对称矩阵 丑 ,

丑
,

这里
,

表示矩阵取转置
,

一 叮 ,
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,

有如下显示表达式
, 、

其中

叫做 又 的对称化子

几 矛 叮
, 一 ,刀一 ’ ⋯ 几 。

刁
‘

习曰胜上

⋯一

、

, 一

︸

一
⋯。

一 一 一
。一

叫做 又 的友矩阵
。

,

满足以下缠绕关系式
,

丁
,

定义 多项式 以 称为稳定的
,

如果它的全部根都位于开左半平面内
,

即根的实部都是

负数
。

定义 个首一多项式 幻与 以 称为一个正对
,

如果它们满足以下条件

以 与 以 的根都是负实根且为单重根
,

排序为

又 几 几 ⋯ 凡
, 久

以 产 产。 ⋯ 片一 , ,

劝 一 一

产 , 产 ⋯ 肠
,

几 一

入和 产,

满足以下交错关系
又 产 又 ⋯之产

。一 凡
,

久 , 一

产 几, 产 几 ⋯ 产
,

人
,

久

现给出主要结果
。

由文 」的定理 可得

引理 这是文 幻中定理 的结果在
, 一 时的情形 设

、 几 一且 几一入

凡互不相同
,

则
·

叮 , ·

叮‘
入 户 凡 二几

,

其中
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招一 ‘ ⋯ 弋一 ‘ ⋯
户队队阮

一一

是特殊 矩阵
。

以下用引理 作为主要工具对一古典稳定性判别准则给出新的证明
。

首先
,

设 幻 一 刀

叽一 刀一 ‘
⋯ 林 。 ,

令 劝 一 乏 矛
, 一 以 一劲 矛

,

则 劝与 一 以 满足以下关系式

几 又, 久 一 久
。

当 时
,

几 一 几 当 时
,

久

, 一 几 一
。

定理 〕 设 劝是一个 次首一多项式
,

则以下条件等价 劝是一个稳定多项式
, 叮一 和 构一 ,

正定 与 一 形成一个正对 丑匆
, 叮一 正定且所有系数

‘ 。

证明 关于式 与 的等价性见文 〕
,

以下证明式
,

和 等价
。

式 ”式
。

设 、 , 一 正定
,

任取 、 的根 又
,

又也是 几、
的特征值

,

设对应特征向量为
,

即
·

几 一 又 ,

两边同乘以 、 , 一 并取内积
,

有
‘ , 一 。 一 久

’ , 叮一

其 中
’

表示共扼转置
, 一 正定及 笋 。表 明

’ , 一 ,

而式 和 表明
, 一

是实对称矩阵
,

从而式 左边是实数
,

因而 久必为实数
,

又 几 、
为循环矩阵

,

几必为

单根
,

即 的根为实单根
,

排序如下

几 久 ⋯ 孤

同理
,

由 又 一 ,

正定可得 匆一 劝 的根从而 一 的根也为实单根
,

排列如下

产 脚 ⋯ 沁
一 ,

一

产 , 产 ⋯ 产。 ,

一

当 时
,

由推论
,
召 , 一

相合于对角阵
, , ,

⋯
, , ,

其中
‘ , 年 入 一 入

由
, 一 正定有

‘ ,

一
, ,

⋯
, 。

同理
,

匆
一 ,

一
,

构一 也相合于对角阵
, ,

⋯
, , ,

其中
、 一凡 年 入 叮一 凡 且

,

式 和 表明
、 一 凡

‘ ,

从而 入 一 , , 一
, ,

⋯
,

另外
,

由 凡都是单根
,

公 入

的符号必正
、

负交替变化
, ‘

表明 一 入 的符号也必交替变化
,

由零点存在定理
,

相邻两个

入之间恰有
一 的一个根

,

从而 入与 片 正好交错排列

凡 产 凡 ⋯ 丙 一 瓜

即 与
一
是一个正对

。

当 一 时
,

一 一
,

此时
, 一 是 阶方阵

,

匆一 ,

为 阶

方 阵
。

类似于 一 的情形
,

考虑 一 的根 产, ,

有
, 一 一

,

相合于对角阵
,

⋯
, 。 , , 一醉 伽

, 叮 产,

且
、 。

同理
, 丑 构一 ,

相合于对角阵
, ,

⋯
, ,

, , , 几、一 ‘、、 一 。 片、仁 产‘ 、 产‘ , , ,

⋯
, , , 十 , 久。一 ‘。 一 。 、一 、 ,

且所有
, ,

从而
、 一片 ‘ ,

肠 一 ‘ ‘ ,

一
, ,

⋯
, 。

同样 由
,

及 了
一 所 符号交替
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变化可得 产‘

与 的根 入交错排列
。

又

,

一
。仁 产用 。、 。,

一且 产 , 一 产 ,

且 产 , 一 , 产 , 一 ,

矛一

表明一 产 , 一又, ,

即 产 , 又, ,

凡与 产 ,

排列如下

产〕 几 角 凡

又

⋯ 丙 孤

、一 一且 一 、

, , 叮一 ,

从而 叮 ,

而

、、 。胡 一且 产 , 一凡 、一抵

所以 久,

作为 的根正好位于 产。

与 之 间
,

即 久。 ,

从而 与 一 是一个正对
。

式 式

正确
。

反之
,

如果
一

、
与

一
是一个正对

,

则当 一 时

, 一 凡一凡 且 凡一产 ,

且 凡一凡 且 凡一产 ,

一 少 了 少 子

其 中共有 一动 「 一 一 一 一 一 偶数个负因子
,

所以
‘ , , 一 正定 而

、一 一入 ‘ ,

凡 。 ,

所以 , 。
,

以 一 ,
一

、 正定
。

同理
,

当 一 时
,

也有 争
, 一 正定

,

以 一 刃 正定
,

从而式 式 正确
。

现证明式 式
。

此时因为式 与 等价
,

从而 劝稳定
,

即 劝 的根或为负实数

或实部为负
,

而 劝 为实系数多项式
,

其虚根共扼成对出现
,

又 劝首一
,

所以 幻展开后的

系数全为正
,

所以式 式 正确
。

反之
,

设
, 一

正定
,

且所有系数
, ,

与式 二式 类似
,

当 一 时
,

的根 凡

全为实单根
,

由
、 ,

有 以 的系数也全为正
,

这意味着所有 入
,

而 二、一公 入 一

动
,

、 一入
,

所以 凡 一
, ,

⋯
, ,

即 两一 ,

正定
。

同理
,

一 时
,

考虑 一 的根
,

也

有 匆一 ,

正定
。

式 冷式 正确
。

至于式 与 等价可 由式
,

等价和式
,

等价及传递性推得
。

定理证毕
。
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