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利用快速卷积近似计算连续卷积的几种格式 ①

陈奎孚 ② 张森文

中国农业大学工程基础科学部

摘 要 利用快速卷积来近似计算随机响应中卷积计算
,

给出了矩形法
、

梯形法和抛物线形法 种格式
。

比较

了直接法和快速卷积法的计算量
。

结果表明计算速度可提高 个数量级
。
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,
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式 中 是脉冲响应函数
,

由系统决定
,

可由实际测量或计算得到 是输入 为系统

的响应
。

一般采用数值方法来近似计算式
,

笔者将传统的快速卷积加以改造来进行近似计

算
,

可大大缩短计算时间
,

并且有可能使随机瞬态响应计算实用化
。

矩形法格式与快速卷积
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一艺从关一

直接计算
。 , ,

⋯
,

的 个
,

值需要 个乘法
,

在随机瞬态响应中需大量计

算式
,

几乎占据了现有算法的 计算量
,

而现有的算法即使对于一个八 自由度系统也需

几十分钟图
。

欲实用化
,

必须寻找式 的快速算法
。

在信号处理中
,

对于线性卷积 , 〕

‘一习
,关一 一 。, ,

⋯
,

可用快算卷积完成
,

过程如下
。

取 为不小于 的 的整数次幂整数 即 一 户 ,

为整数
,

将 点的
,

人 补零成

点序列
。

计算

、少、夕二︺内匕
、了‘、

万
‘一习、 〔一 二

尸‘一习人 一 二 〕

, ,

⋯
,

一

, ,

⋯
,

一

式
,

由 点基 的 完成
。

计算 序列的 点逆变换
,

即

又币 , 产 。 , , 、 , , ,

了出月‘厂 ‘ , 、‘ ‘石 ’“‘

这仍由 点基 的逆 完成
,

取前 个
‘
即是式 要求的

式 与式 略有差别
,

要使用快速卷积必须对式 作改造
。

方案 将式 写成
。 一

。

可选如下 个方案

, ‘ 一 习 人 卜 一 。, ,

⋯ ,

一

式 的后一个式子可用快速卷积来计算 注意 笋 十 。

方案 将式 写成

‘一习从关一 一 一 ‘一 , ,

⋯
,

式中
‘
由快速卷积计算

。

梯形格式与抛物线形格式

式 的矩形积分精度太低
。

对于数值积分
,

常用的格式为梯形格式和抛物线形格式
。

对于梯形法
,

式 应近似为
‘

厂 关 十
工更

—
乙 习凡人一

」
“一

, ‘ ,

一 ,

中括号中部分仍记为
‘ ,

即

‘一 , 习‘关一
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一 △了沙
, ‘

式 可改为
‘一习爪关一 一 ,

一

‘一习从人一 一 关

式 和 中的求和均可采用快速卷积计算
。

对于抛物线型法
,

情形稍复杂
。

抛物线型积分公式取样区间只能为偶数
,

当 一 为整

数 时
, ‘一 , 户一粤二 , , , 。

密
、卜 卜

兹
、卜 、魂

。 口 诬夏 口 元舀

式 的 个求和号内是 长序列卷积
,

原则上可采用前述的卷积方案来计算
,

但是这样做

不易求得 为奇数时的结果
。

如果定义新序列

号人 ‘为偶数 ’

音人 ‘为奇数 ’

‘、

一一

令

则式 的
‘
可表示为

‘一艺。 一

一 亡一合
之 。

以上是 为偶数时的情形
。

当 一 时
,

共有 个区间
,

前 个区间可使用抛物

线型积分公式
,

后一个区间用梯形公式
,

则

从 人
,

针
。 ,

侣
, ,

关一 十人

—
花 , 一一一 一下 九 一 一 十万 一 一 —一下尸一一一 、
。 。 盔二石 口 不二 ‘

比较式 与式 可得
, , , , , ,

一 十下 一 构 一万 场一万
口

由决速卷积计算出式 的
‘ ,

就可由式 和 校正出 来
,

从而由式
‘

得到 ‘。

运算盘分析

为了讨论方便
,

设 为 的整数次幂
,

这样 一
。

下文只比较矩形法
,

而梯形法与抛物

线型法与此相仿
。

令直接法运算量为
,

快速方案为 肠
,

二者比值为 尺
。

情形 只计算一次卷积
。

如前所述

对于快速卷积方案
,

需计算式
,

和 的 个
,

个 需 个乘法
,

式 扭
,

需 个乘法
,

再加上修正式 的 个乘法
,

故
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故

甄一丽虱万干厄飞

的数值如表 所示
。

当 不是 的整数次幂时
,

效率略有下降
,

如图 所示
。

由表 可

表
二

值 五一

情形

,

以看出 当 一 时
,

直接法与快速卷积法

运算量差不多 后
,

快速卷积法速度快

一些
,

并且随 增大
,

速度快得越多
。

通常使

用的
,

可达 倍
。

尺二

有时 几
,

都是实数
,

用直接法只需计算

实乘
,

而式
,

和 均为复数操作
,

所以

有所下降
。

如果考虑到
, ,

人 的实数性质
,

从而 声 一月艺一 艺一 ,

则式
,

和 的

可降为 点
,

总的复乘数大约下降一

半
,

而每个复乘可用 个实乘来表示
,

所以这

时 约为情形 的
。

情形 多次计算卷积
。

情形 朴

﹄连﹃‘八土

川 情形
月

,

彭

一

图 直接法与快速卷积法计算量 的比较

我们常常要对一个系统计算多组激励下的响应
,

这时不必每次均需计算

特别多时
,

可忽略 的计算量
。

这样

从而

,

当激励组数

一

的具体数值见表
。

同样
,

当 不恰好是 的整数次幂时
,

效率将略有下降
,

见图
。

表 中的数据与情形 相似
,

当 时快速卷积法要快于直接法
,

约为情形 的

倍
。

梯形法和抛物线法与矩形法的差别仅在于修正计算量的不同
,

而它在总计算量中占很小

部分
,

所以 与矩形法相近
,

不再详细讨论
。

算 例

算例 取 一
,

一 一
· ,

则 一
·

一 一
·

」
,

其函数曲线见图
。

对 和 在〔
,

司内离散采样
,

‘ 耐
,

即 二 舫斌枷

算误差如图 所示
。

在图 中
,

梯形法的相对误差约为 一 ’ ,

而偶数点时刻抛物线法相对摄琪

为 一 ’ ,

在奇数节点上
,

由于最后一个区间采用了梯形法
,

因而精度下降 ,但总的来滋赫然皿
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厂 、
、

了‘ ‘

一

工一

、

歹
,

、一 一十 一

,’、刀厂
、、

津沙
匀州价灿理卜粕

形法高 个量级精度
。

除了在 的零点

附近
,

抛物线法和梯形法的误差都比较平稳

在 的零点
,

尽管绝对误差很小
,

但是相对

误差 由于分母趋于零而表现 出波动
,

此时误

差主要由舍入误差引起
。

注意抛物线方法对

于奇节点时的情形
,

它表现在 为零点时

误差最小
,

这显然是因为被积函数的曲率主

要由 决定 本例中
,

而在 零点时
,

曲

率最小
,

最接近直线
,

此时梯形法精度较高
。

算例 单 自度系统受强迫力的响应

一

一

士 ‘活十 二
。

取 一
, , ,

图 算例 的理论解

—
梯形法

一

抛物线法 奇节点处 一
一

·

一 抛物线法 偶节点处

一‘

书

丫、

、

、、,

口“

一

一‘

一

亡

一 石

一

一

一 ,

、
’

丫
,

一 、 一

、

了
‘ 一

一

一 一一今
,

今
·

一一
一

一

了 产 、、

尹口
‘

·

夕

相对误差 绝对误差

图 算例 的计算误 差

由文〔 〕可知脉冲响应函数 一 一
· · 。

在零初条件时可得
二 ‘ 一

二
“ 一 ,了 · , 一

孟﹄勺、·、·、

一 一 〔一
’ , 又 一 , , ·

“ 〕

在〔
, 二 内

,

等间隔取样 点
,

其

理论解如图 所示
,

计算误差见图
。

图 中的

误差规律与算例 相似
,

只是由于 不存在

零点
,

相对误差和绝对误差的波动都 比较平

缓
,

分别维持在 一“和 一 水平上 起始时由

于 比较小
,

尽管绝对误差很小
,

但相对误

差很大
,

倒是无需太多关心的
。

对于抛物线法
,

在奇节点上仍存在许多尖峰
,

其道理与算例
图 算例 的精确曲线
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相同
,

在被积函数曲率为零的取样处精度很高
,

甚至超过了偶节点处的精度
。

一

一

—
梯形法 一 一 一 抛物线法 奇节点处 一一 抛物线法 偶节点处

一

一

一‘ 、 、

、 一 、

、
叮

、 , 产 、、

,,﹄口
一一一,工上一工、产

一
‘、、、、

一

一
、

尹
,

尹 羊
一 ‘

一

丫
一

丫了二
一、 产

一犯一 一

】
一

一 ,

尹 、 ‘

、 一

一工书二
一

一 ,

相对误差 。

绝对误差 。

图 算例 的计算误差

结 论

将快速卷积法用于结构动力响应中卷积的计算
,

给出了矩形法
、

梯形法
、

抛物线型法 种

计算公式
。

对计算量的分析结果表明 当 时快速卷积法优于直接法
,

当 时
,

速

度可提高 个数量级
。
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