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牛顿与近似牛顿混合算法的收敛速率 ①

王 兆 智 ②

中国农业大学工程基础科学部

摘 要 研究交替使用牛顿迭代与近似牛顿迭代求解无约束最优化问题的混合算法
。

研究这一类算法的收

敛特征
,

得到了两步超二阶收敛和两步至少 成 阶收敛的充要条件 ,对单和函数的极小化问

题
,

给出了具有二步四阶收敛速率的混合算法
。

关健词 牛顿迭代 近似牛顿迭代 收敛速率 , 单和函数
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成

考虑无约束非线性优化问题

任
”

文献仁〕给出了一种牛顿与近似牛顿混合迭代算法
,

数值结果与牛顿法相当
,

但两步只需计算

一次二阶海赛阵
。

遗憾的是在理论上
,

它只对一维情形证明了该算法具有二步四阶收敛速率这

一理想的结论
。

为深化与推广该文的结果
,

本文考虑更广的一类算法模型
,

即交替使用牛顿迭

代与近似牛顿迭代的混合算法模型
,

研究该模型的收敛速率
。

混合算法模型可描述如下
。

算法

给定初始点
。 ,

误差 。
, 。

若 甲
盛 。 ,

停止 否则转步
。
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构造近似海赛阵矿

当 时
, 丑泛一 甲 “

当 一 十 时
,

矿 按某种规则由矿
一 ’

修正得到
。

‘ 泛一 矿 一‘ 扩
, ,

转步
。

此算法是偶数次迭代时用牛顿法
,

奇数次时用近似牛顿法
,

称之为混合迭代算法
。

下面第 节给出了算法 局部收敛的条件和局部收敛速率的特征
,

其中推论 是为保证

阶收敛 了 应满足的条件
,

它对构造算法非常有用 第 节给出了单和函数一个具有二

步四阶收敛速率的混合算法 这样就把文献 的理论结果由一维推广到了一类特殊的 维问

题
。

假设 二次连续可微
, ’

满足甲 一 。要求
, 甲 ’

’

非奇异
。

记号 少一 扩 表示

短 少 扩 一
,

, ‘一 汾 表示悠
, ‘ 扩

。

收敛速率的特征

记 产 甲
’ 甲 走 ,

其中
,

一 一‘甲
。

下面的定理 将给出算法 局部收敛的条件
,

定理 则揭示了算法 两步超二阶和两步

至少 成 阶收敛的特征
。

定理 设
‘

由算法 产生
。

若奇数次迭代的修正矩阵矿 满足 簇 甲
盛 ,

夕
,

则存在
,

当 一
‘ 。时

,

扩 收敛于
“ 。

证明 由于偶数次迭代时用的是牛顿法
,

由文献 幻中的定理 直接得到
。

证毕
。

定义 的二阶海赛阵甲丫 在
‘

处 簇 次 改 连续是指存在 。,

当 一
’

充分小时
,

有
甲丫 一 甲 ’

“

镇 一
’ 户

定义 两步超二阶收敛是指
‘一

’

一 卜‘一
’ ’ ,

为奇数
, 。

定义 两步至少 簇 阶收敛是指 奸
‘一

’

卜 扩一‘一
’ “ 十 户 , ,

为

奇数
, 。

定理 设 扩 由算法 产生
,

且收敛于
’ ,

则 扩一
’

是两步超二阶收敛的充要条件是

为奇数时
,

卜
。 甲 卜‘ ’ 。

进一步
,

若甲
’
在

’

处 簇 次 连续
,

扩
‘

两步至少 阶的充要条件是 为奇数时
,

州卜 卜 ‘ ’ ‘ , 。

证明 两结论的证明类似
,

只证明后面的结论
。

必要性
。

若 扩 收敛于
’

两步至少 阶
,

当 为奇数时
,

尹 甲 ’ 扩 犷 甲 勺卜 「甲
泛 一 甲

‘

一 丫
’ 泛一

‘

一

甲 ’ , 一 甲 ’
“ 乏一

’

甲丫
’

甲 ’ 泛 一 甲
“

〕
‘ ‘一

‘

簇

甲 盛 一 甲
’

一 甲丫
’

扩一
’

甲 ’ 扩 一 甲丫
’

扩一
’

甲丫
’

甲 ’ 花 一 甲 “
’

歼‘一
’

利用文献 」引理
, 甲 ’ 在

’

的 连续性假设
,

以及二步至少 阶收

敛速率
,

得

尹 扩一
’ ‘ 泛一

’ 户 乏一
’

扩一‘一
’ “ ,

又
,

第 一 步为牛顿步
,

即 扩一
’ ‘ 扩一 ’一

’ ,‘ ,

及文献「幻引理 得
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一‘一
’ “‘, , 甲 一‘ ’“ ,

充分性
。

若 一 甲 ‘一‘ ’“ , ,

则

杆 ’一
’

一 扩 护一
’

卜 扩 甲
’ 扩 一 ‘ 一 甲 扩 ”一

’

甲丫
‘ 一 ‘ 甲丫

乏 一‘一 甲 “
’ 一 ‘〕

乏 甲丫
盖 一 甲丫

’

扩一
’

一 守 乏 一 甲
‘

一 甲丫
‘

扩一
’

」簇 甲
“ ’ 一川

甲 ’ ‘ 一‘一 甲 ’
’ 一川 「

‘ 甲丫
盖 一 甲 ’

’

扩一
’

甲 壳 甲
“

一 甲 ’
’

一
‘

〕

根据文献 幻引理 题设中 尹的条件
, 甲 “ 在

‘

的连续性
,

得
盖 ‘一

‘

甲 ‘一‘ ’“ 户 , ‘一
’ ‘ 五一

‘ ‘ 户

由于第 一 步为牛顿步
,

以及依文献 引理
,

得
’一

‘ 孟一 ‘一
’ “ ,

证毕
。

下面的推论 是算法 二步至少 阶收敛的一个充分条件
。

推论 考虑定理 中的点列 福
盖 ,

若 为奇数时
,

存在
,

使 了 一 甲丫
乏

簇
‘一‘ ,

其中 卜
‘ ‘一 卜‘

,

则 乏
两步至少为 镇 阶

。

证 明 尸一
汤 护 甲 孟 一 甲 扩 矿犷

‘ 甲 乏 甲 ‘

〔了 一

甲 “ 矿 一‘ 〕甲 扩
。

由于 甲丫
’

非奇异
,

当 充分大时
一‘ 有界

,

故存在
,

尸 簇 一 ’ ’ 甲 是
镇 扩一‘一

’

甲 扩
,

由文献〔〕引理
,

存在
,

使 簇 甲 扩一‘ 甲 卜‘ ’ 甲 盖一‘ “‘, 户 , 。 由定理
, 毛 ’

两步

至少 簇 阶
。

证毕
。

单和函数混合迭代算法

函数

习 、

称为单和函数
,

这里 久
,么 是 维向量

,

任
。

这种函数在实际间题中常见于文献〔
,

〕
。

的梯度和二阶海赛阵分别是

甲 习民 。
‘

甲 一习截 久
、

盯

其中 磷一盯 戒 一 、 久 」 久
,

吸执 一
、 久 〕 讨

,

记 民 “‘「久 〕 讨〕
,

则

可构造下面的算法
。

算法

步骤同算法
,

只是第 步的 矿 为

矿 习封氏可

其中 为偶数时
,

封一公 时 沃为奇数时
,

封 一封一
’

〔民 时 一 汉 时一
’
」 时一时一

‘ 。

定理 王乏 由算法 产生
,

俨 。 满足 连续条件
,

则 扩一
’

是两步 阶
。
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证明 由泰勒展式
,

有

龄一毋一
‘ 巾‘ 时一

’ 户一‘ 民 犷
一‘ 奢一

‘ “

龄一
’
爵一吸 讨 少一

‘ 叹 龄 少
一‘

这里犷
‘一时一时一

‘ ,

纷
一 ’ ,

龄位于 盯扩 与 盯 卜
‘

之间
。

上面两式相减
,

得

群一时一‘ 一 吸 时 么 时一‘ 〕夕一
‘一 〔氏 龄一

‘ 一民 犷习 季
一‘ “

封一公 时 一封一
’

皿民 时 一 汉 时
一 ’

〕 时一时
一‘ 一公 时 一

吸 时 或 时一‘ 〔民 龄
一 ‘ 一民 龄 户一

’

由 那 、

的 连续性
,

少一
‘

毋 ‘
孟一 ” ,

存在
,

使

封一吸 时 镇 川
是一 卜‘日卜卜

‘ 一 , 卜
‘ “

从而存在
‘ ,

使

走一 甲丫
孟

由推论
,

结论得证
。

证毕
。

习 封一吸 讨 〕
‘

万簇材
‘ ‘一 ’ ’

定理 把文献 〕的理论结果由一维推广到单和函数这一特殊的 维问题
。

至于如何对一

般函数
,

构造二步四阶收敛的算法还有待进一步研究
。
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