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改善 精度的 种算法比较
①

陈奎孚② 焦群英
基础科学部

高小榕
清华大学

摘 要 提出用梯形积分公式和抛物线型积分公式代替 中的矩形积分公式
,

以提高 精

度
。

比较了矩形法
、

梯形法和抛物线法的截断误差
,

误差估计式表明
,

抛物线法的精度远远高于矩

形法和梯形法
,

可达 △ ‘

阶
。

用单频信号检验了这 种方法的精度
。

关键词 数值积分 信号处理

中图分类号
· ·

块

,

’

,

是数字信号处理的基本手段
,

长期以来人们一般都只是使用这一技术而不讨论其精

度 但是数字仿真结果表明在一些常见的情形下
,

传统 的精度甚至只有 一 当然这与以

往 的 位 技术是相适宜 的
。

由于 板 目前 已发展到 位
、

位
,

时域精度 已达
一 ,

的精度如果只有
一 显然不能满足要求

,

因而应当发展高精度 算法
。

传统的 算法采用的是矩形积分公式
,

本文中采用抛物线型
、

梯形积分公式代替矩形

求积公式
,

以提高积分精度
。

文中给出了相应算法的误差估计公式和上述 种算法对单频信号

的检验结果 比较
。

传统 算法的精度

对信号 加矩形窗 一
,

」截断后的 定义为

收稿 日期
一 一

①国家 自然科学基金资助项 目

②陈奎孚
,

北京清华东路 号中国农业大学 东校区 信箱
,



第 期 陈奎孚等 改善 精度的 种算法比较

、 , , 、

四
, 、 , 、 」

、田少 布 、‘夕 、一 田 夕
三 一 了

若取 一 一 时
,

式 就是复值函数 在 一
,

上的积分
。

由于计算

机只能通过对离散的 。 进行数值积分来近似式
,

即

△
入 尸 田 , 只匕 下 习二 一 、 ,

,

一

工

、

三
。

习
才

,

一 、 ,
,

式中 △ 一
,

为采样间隔
,

一心 一
。

使用 按式 计算时在 。,

耐 △ 」内以 △。

可 等间隔采样
,

即 幼一 △。
。

的角标 表示矩形法
。

现在估计式 的精度
。

由附录可证明下述定理
。

定理 设 一 劝是定义在实区间〔
,

司上的复值函数
,

和 二

分别为
了 工 ,的实部和虚部

,

且 二 ,
, · 工 。 卜

,

。则积分 ‘一

芡, 的矩形近似公式

,

一 、习
,

一 、习
,

习
,

的误差估计式为
,

, 一、粤
。一 、 , , 一 。、‘ ,

‘

式中 一 一
,

为区间医
,

习的 等分区间长
,

一
。

证明 由附录定理 得
, , 、

一
, , , 、

二 一
, , , 、

一 一
,

尺
,

一万
’

又夕, 十 」一石一
’

专 气夕
,

夕气
乙 ‘

显 然 夕与 夕未必相等 而且有时也不存在 夕
, ,

使 ’ ,
‘ 夕, ‘ 。

对式 两边

取绝对值
,

有
, 。 、 ,

一
, 二 , , 、 二 。 二 , , 、 , ,

一

式
,

戈 一 犷 了 匕’ 叭 」
“

十
‘

专 , 」
“

岌
乙

卒
。一 、 , 一 、 , 、。

乙

利用定理
,

取 一 时
,

则 尹
, 一 一 。二 一

,

一
,

对应医
,

司代入式 得
尺

。

, 、卒
二。

二 一。 , 二 ,川
二 、 , 、。

‘

精度除与 △ 分割区间长 有关外
,

还与 。 有关
,

大体上与 。 成线性关系
, 。 偏离

‘

帕 二 帕

越远时谱的误差越大
。

后文中的例子可表明式 对一些重要信号 如 一 。 的精度 只有
一

量级
,

这

是由于用式 求和时未计入 矽点
,

破坏 了矩形窗的对称性
,

导致计算结果产生相移
,

从而

引起明显误差
。

这一误差随着 的增大而减小 增大
,

离散式 的窗越来越趋于对称
。

式 的另一有趣现象是幅值精度远高于实
、

虚部的精度 对任 个复数
,

可以证明幅值的

差异不大于实虚部的差异
,

因而估计信号参数时采用幅值数据要准确些
。
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梯形法和抛物线法 的误差

采用梯形积分来近似式
。

根据文献
,

可证明如下定理
。

定理 设 一 为定义在实区间
,

司上的复值函数
,

和 分别为

, 二 的实部和虚部
,

且 二 , · 二 。 乱
,

〕,

贝“积分 ‘一

芡, 二 二 的梯形近似公式

靓
, 了“ ,

瘩
了 · 认 ,

〕
的误差估计式为

二

川 、卒
。一 。 、 。一

,
, 。、喊。

乙

证 明过程与定理 相似
,

不再赘述
。

对傅里叶变换式
,

取 一 一 时
,

得梯形

法 计算公式
。 , 、 , 、 , 、 , 、 二 , 。

入 哟 不 气 一 灿 口 一 气 一 叭 夕」 乙十
丫 、

菩
“ ,一 ‘一 哟“ ,

而误差估计式为
,

一、卒
二 △ 。 , 一 。 , , 一 ·

, 。、喊。

,

一
” 、 ’ 一 一

’ 一
、 口

一
、 ‘ 一

、 ‘ ’ 一 ‘

可见梯形法的误差是 △ “
阶的

,

而
,

与 。 为二次关系
。

用式 计算有 个实际问题要解决 传统 只保留
。 , , ,

⋯
, 一 ,

这 个

数据
,

而式 还需要 、 式 是采用 计算的
,

式 如何利用
。

作离线谱分析时
,

一般存储很长一段时域的数据
,

然后分段作谱分析
,

这时 已经得到

并存储在计算机中 对实时或硬件
,

数据缓冲区的长度一般为 为 的整数次幂
,

最

后一个数据 沁可读进寄存器中
,

这样就解决了 种的问题
。

式 中 一 ‘ 。 一 灿
,

利用变换
, ,

少 。 。 、

式 可写为

改 下 田夕

一 下

了 习 , ,
,

一 、 ,
,

同式 形式一样
,

就可采用 计算了
。

对于抛物线型求积公式有如下定理
。

定理 设 为定义在实区间〔
,

司上的复值函数
,

和 分别为

、工 的实部和虚部
,

且 、 二 , · 二 。
口 ,

, 则积分 ,

锁, 二 的抛物线型近似公式

粤仁了 二 了 , 文了 二 一 ,

丈了 口
石二二 二二花

的误差估计式为
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镇
丫万

一 人 尹 专 镇专簇

式中
走一

。

若将式 用于近似式 一 一 时
,

得误差

镇

的精度为

△ ‘

二 蕙“ “ ’ “ , 田 ‘一 走

镇专镇

可见抛物线法

这里同样存在

阶
,

这大大提高了积分精度
。

的问题
,

可按梯形法的方法解决
。

利用变换
夕 。

仁
。 、

少
, 十

少
, ,

抛物线法的 计算式为

、、

乙

匆

。
哟 习 , ,

,

一 、 , ,

便可以利用 了
。

式 相当于加一锯齿窗
。

处理简谐信号的精度比较

傅里叶变换本质上是将时域信号分解成一系列简谐信号
。

下面考查用上述各种变换算法

对本身就是简谐信号的 一 进行变换时的算法精度
。

对于离散的傅里叶变换可以

证明也具有频移性质
,

因而对信号 一 叭 的傅里叶变换就是将 一 的谱在 。 轴

右移 。。 。

若将梯形法
、

抛物线法理解为加窗
,

一 的谱实际上就是窗谱
。

为了方便
,

下面对

一 的 普进行研究
。

精确解

当 二 , 一 时
,

式 的精确解为
。 。

它是对称矩形窗
‘ , 一 ‘ 任 「一

,

〕

告仁一
,

〕
的谱

。
。 是对称衰减函数

,

如图 所示
。

传统 ’算法

由式 得

田
田

。△
。△了丫

与式 相 比
,

发生了 必 的相移
,

在 。一 。时相移为
,

且 一
。

动 一 。

如 图 所示
,

可见误差可高达
一 ,

而幅值比较 。 一 。 的图形如图 所示
,

主

瓣内幅值精度达 一 。

梯形法

由式 和 可得
丁 。 。 田 △了丫
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动 与 。 形状相似
,

图 给 出了 动 一 动 的图形
,

可以看 出主瓣 内精度可达
一 。

抛物线法

由式 和 可以推出

田
。 二 , 、 二

又下下 一二一万 , 一丁下石了
‘

乙 一卜 气田 少
义、 田 一 一

尽管式 比式 复杂得多
,

但是形状还是相似的
。

由图 的 动 一 , 图形可看出
,

主瓣内精度远远高于前述 种算法
,

可达 一 ‘。 。

双 。 一 田

。 」

田

界 兀 兄 兀

。 一 。

。 一 。 , 。 一 。 一 ,

少
, “ 一

一 一 ’

。

。 一 和 戈 。 一 。 , 一 臼

图 种方法的误差比较

结 论

推导了矩形法
、

梯形法和抛物线法 的误差公式
。

误差公式表明抛物线法优于前 种

方法
。

推出了矩形法
、

梯形法和抛物线法 的窗谱
,

窗谱表 明抛物线法精度远高于前两者
。
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附录 复化矩形求积公式误差估计

本附录给出复化矩形求积公式误差估计式
,

这在一般数值分析教科书中均未提供
。

先从单

区间开始
。

定理 若
‘ ,

司 ,

则矩形积分公式

一 、 · 。一 、芡,

的误差为
了 丝气卫 二尹 , 。镇 ,镇。

乙

证明 由泰勒展开公式得
二 尹 宁 一

对等式 两边积分得

镇宁镇

丁、 工 一 , · 。一 ‘ 一 , ·簇‘镇“

由积分中值定理知
,

在 〔
,

司上存在一点 刁使

,
,

一 一 ,

丁一 , 一尹 , , “一 , ’ ·簇喊 ”

代入式 并整理得

定理 即得证
。

了 , 一 · ,‘“一 ’ 一 ”

’ 甲 簇亏成

下面证复化矩形积分公式的误差估计式
。

定理 若 任
,

则复化矩形求积公式

,

一 、艺 沃

的误差估计式为
,

了 一

导
、尹 ,

乙

其中 一
,

为
,

习区间 等分后的区间长
,

为等分间隔数
。

证明 利用定理 有

,
户

、

尸笼弓
, ,

又 一百
,

万乙
’

又孕
‘ 二石

十认镇从簇

由于 尹 在巨
,

司上连续
,

所以一定存在一点 夕
,

司
,

使

这样就有

青菩’。卜 ’,

。

、卜譬
, 一

守
、

刀

定理 得证
。


