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具有全局收敛性的
非单调不精确牛顿法

①

陈 静② 李正锋
基础科学部

摘 要 对大规模非线性方程组 一 其中
” ”

连续可微 提出 种非单调不精确牛顿法
。

在算法迭代过程中
,

每步求出 的局部线性化模型的一个近似解
,

而不要求 的某种范数单调递

减
,

因此具有不精确牛顿法的优点
,

并且对非常病态的非线性方程组是有效的
。

在合理假设下证明

此算法仍具有全局收敛性
。
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” ”
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一 ,

一

牛顿方法是求解非线性方程组 二 一 。的有效算法
,

这里 任
· , ” ”

是连续可微

的 但如果 很大
,

且近似解 远离 的精确解
,

计算线性牛顿方程的精确解并不是必要的
。

文 提出的不精确牛顿法需求出线性牛顿方程的一个近似解 文 在此基础上提出了具有

全局收敛性的不精确牛顿法
,

它要求迭代产生的点列 单调递减
,

因此使用该算法求

解某些非常病态间题的迭代点列
走

时
,

只能迁回地接近 的精确解
, 。

本文中提出 种非
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单调不精确牛顿法
,

它们不要求 日
走

单调递减
,

并在合理假设下证明算法是全局收敛的
。

种非单调不精确牛顿算法

算法

取初始点为
。 , , , 。

选取 仇 任
,

及
, ,

满足
二 尸 ,

川镇叭

及

簇 一 一叭 引
,

其中
,

】

簇少簇从 走

一 ,

这里卜 表示向量的范数
。

的定义为 且 镇 镇 一
, , ,

为一事先给定的非负整数
。

令 、
, 一

,

若 一 。则停
,

否则继续
。

令
,

转至
。

在算法 中
,

若令 一 。
,

则得到文 「 中的算法
。

算法

取初始点为
。 , 。

选取 仇 任
, 、

参数
,

和
,

使得
‘

川簇仇

和

镇 一 一叭 ,

成立
。

令 一 一
,

若日 一 。则停
,

否则继续
。

令
,

转至
。

若令 三 任
, ,

则算法 也退化为文 」中的算法
。

算法的全局收敛性

假设
” ”

是一次连续可微的
,

令
。 三 川 一 司且 占

。

证明算法 和算法 的全局收敛性需要下述引理
。

引理 二 假设 ’ 是可逆的
,

则对任何 。 都存在 。,

使得当 任 时 尸 必

是可逆的
,

且

尸 户
一 ‘一尸 一 ‘ 。

成立
。

引理 口 对任何 和 都存在 占
,

使得当
,

任 , 时 一 妇 一 刃
·

一 镇 一引成立
。
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用定理 可证明算法 的全局收敛性
。

定理 假设 是一序列且使 二 ,

当 二时
,

对每一
,

有
二 ‘ 、 镇专 二走 ,

及

日 二 一 镇
,

式中
工 ,

可
,

日
阴

蕊
丧

日

其中 。
,

为一常数
,

一 二 二 , 一 夕是不依赖于 的常数
。

如果
,

是子序列
,

的极限点且

尸 二
,

可逆
,

则
,

一 。且 、
。

证明 首先证明 川 是非增的
。

事实上
,

考虑 簇
,

有
二 , 十
一
镇 少蕊 阴 涟
川 二 十 一 ,

日毛
簇 , 十

一 ,

, , , 汤

日

二 , 一 川簇 二 ,

另外
,

从式 可得 对于
,

有

簇
蕊 , 一

川
, 一 一 , ‘ ‘ 一

即

日
,

毛日
一 ,

由假设
,

显然有
,

一 。
,

设 一 尸
, 一 ‘ ,

占足够小
,

使 尸 刃
一 ’

存在且

’ 刃 一 镇

户 一
,

一
‘ ,

一 镇 一
,

当
, ,

时
,

这里 占的存在性由引理 和引理 保证
。

若 任
。 ,

则

户 尸
,

一
,

一 日 一
,

一尸
,

一
,

日

一
,

尸 二
, 一 ‘ 一 一 一 犷

,

因此
,

当 任
,

时

一二
,

毛

设给定 。任 。
,

占
,

因为
,

是 的一个极限点且
,

一 。
,

所以存在一个

充分大的
,

使得
走 任

。

三 一 川 占 且 仁 。

则由式 有
‘

川簇 。 尸 二
‘、走。
镇 巨 夕 占

因此
, 一二

,

簇
, 一

,

日
,

川 占 一占

又由式 有
二 ,〔 一 镇

, 。 。 。 夕
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从而由式 有
, 十 。一二

,

簇 二 , 十 。 。 〔 夕 犬

占 占

这表明
, 十 任

。 。

令 快 任 材
。

证明对所有充分大的 走有
, 一 川 占

,

即
, 任

‘ 。

首先用归纳法证明
。

对任何给定的
,

有
, 卜川 占

这里不失一般性
,

假定迭代下标 充分大
,

能保证下标是正的
,

即

若
,

因为福快 仁 快
,

所以式 能够成立
。

假设式 对所给定的 都成立
,

则由式 知
一 , 一

川簇
一 , 一 ,

簇
‘ , 卜 , 一 ,

专 〕

故对所有给定的
,

式 都成立
。

现在对任何充分大的 有

一 一 , 一 习
, 一 ,

乏 一 走一

十 一
,

目风 一
,

艺
一 ,

占 占 一 一

由 镇 得

一乏一 庵 一 一 毛无 一 一 毛

所以
走一 ,一

,

占
。

这表明 〔
。 。

因此对所有充分大的 有

任
。

里
。 ,

且由于 和式 知 二
。

定理 给出了算法 收敛的条件
。

定理 假定算法 适定
,

若 艺 一 , 发散
,

则
,

其中 一 ‘ ,‘一 。
, , ,

⋯
。

另外
,

若
,

是 的一个极限点并使得 尸
,

可逆
,

则 二
,

证明 由式 和 有
, 镇 一 一甲 引

, ,

日簇

尸 二。 且 巨一
, 一叭 〕簇

一 且 熟、
, 。

蕊 蕊 走

尸 。

仁一 ,

习 一叭

镇 了毛走

因为 及 一仇
,

剩余部分可得证
。

艺 一材发散
,

所以有 几 , 。
, 。

令定理 中 一
,

定理 的

下面证明算法 的全局收敛性
。

定理 假定算法 适定
,

若 习
, 一叭 发散

,

则 时 。
。
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证明 由式 有
二 毛 一 一叭 二 一 ,

镇
。

且 一
,

一从 簇

日
。 一 习 亡

少
一场

镇 少毛乏

由于 习
,

一叭 发散
,

因此当 二时
,

有 二 一
。
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