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梁板壳结构有限变形的
普遍理论及其应用

李 明 瑞 ①

基础科学部

摘 要 统一地作出了梁板壳结构的运动学分析
,

第一次指出了有限转动矩阵的精确使用方法
,

从而建立起全部的完整有限变形理论
,

并推导出板壳有限变形的精确方程
,

使可替代
一

薄板大挠度方程
。
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梁板壳结构的有限变形理论与二维
、

三维连续体的有限变形理论存在着巨大的区别
。

二

维
、

三维连续体对空间一点位置的描述与其位移的描述的维数是一致的
,

而梁板壳的位移描述

中却增加了转角位移
。

这组转角位移事实上是对一条刚性线段绕定点转动的描述
。

在线性理

论中角位移被看作是无穷小量
,

所以 叹 一
, ,

具有矢量的性质
,

这就是可引进角速度矢

量 诚一 庆 的根据
。

但是有限转角 民却没有矢量性质
,

它们不服从矢量的可交换性法则
,

例

如一个刚体先转 氏 再转 氏到达的位置与先转 氏再转 氏 到达的位置是不同的
,

所以正确处理

有限转角是建立完整的梁板壳有限变形理论的关键
。
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梁板壳结构有限变形的运动学描述

为叙述的方便
,

下文中所指的
“

结构
”

均为梁板壳结构
。

为结构中的任意一点
。

如果对于点 能在结构中找到一相应的参考点
,

使线段 在

有限变形过程中保持为刚性直线段
,

则有限变形可描述如下
。

设 。时刻结构有初始位移
,

此时结构中一刚

性线段 占有空间位置
。 。

在 时刻结构产

生了有限变形
,

线段 占有空间位置
,

如

图 所示
,

则线段 的运动可分解为由

随点 平移至 儿 的牵连运动和 由 绕点

转动到 的相对运动
。

将以上运动学关系

用矢量公式表示为
。 。又 ‘

其中
。一 。 ,

是任意点 在 时刻的绝对速

度
, 一 , ,

是参考点 在 时刻的牵连速度

。是线段 在 时刻绕点 浅 转动的角速度

是线段 的矢径
‘

是线段 在 时刻的矢径
,

即
。

引进矩阵 口
,

定义为

。时刻的初始位形 时刻的位形

图 结构在不同时刻的位形示惫图

一了一

一夕

热厂

一一曰

则式 还可写成

下万 一 下下 十 下下创
‘

石 石

对式 由 。到 积分
,

可得
。 , ,

一

其中
。 一 。。

, , ,一 , 。

‘一 口
·

一 ,

。。一 , 。 一 ,

有关式 的严格证明将在附录中给出
。

文 第一次从复杂的几何关系导出了式
,

但是迄今所有的研究者均未能完整地利用这个关系〔
‘一 ‘。〕,

而仅是将指数矩阵展开成
。 。 八

。

一 , 叫卜廿十 只万廿
一 州卜 ⋯乙

然后舍弃高阶项
,

其后果是完全不能描述有限转动
。

笔者从运动学关系出发进行了简练而明确
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的重新证明
,

并提出用下面的精确方法来描述有限转动
。

令 又
, ,

中
,

以
,

中
,
几。

,

中 是矩阵 日 的 个特征对
。

利用特征向量的无关性
,

则三维空间

任意向量 可表示成 个特征向量的线性组合
,

即有

一

」
一 ’

」 ‘ ” ‘ ’

将式 代入式 和式
,

可得

司一
‘ ’十‘ 叭

中几 。叭凡十‘ 中久
,

石万 中 入了十 中 入苍十 中 人葺 十
‘ 雷

,

右
,中‘批 ‘ ,中“ “ 中几

⋯十

,中 孟 , 中 ‘ 中 人

而由式 所表示的三阶反对称矩阵的特征值和特征向量是容易求出的
,

可表示为

几 一 夕
,
几 夕

,

几

门阔巨田卜田

一一叭

﹁

刀夕

毋凡凡一
‘

凡习以门口一

陌厂陌

一一叭

﹁

门厅刀

夕
、凡
、

凡一
、

凡门口厂比国卜田

其中 夕一 必 磷 咪
‘

定义矩阵

中一砷
, ,
中

,
中

则系数向量 可表示为

︺

至
‘一必一一

﹁

‘亡亡
尸

一一

代入式 可将式 改写成

一了争

虽然所有的 “
,

入
, 中

,

均在复数域内取值
,

但矩阵 一定是一个实系数矩阵
,

它表示从矢量

矢量 尸的一个转动
,

是可以用有限形式精确地写出来的
。

式 一 构成了一组精确地描述

有限转动的公式
。

有限转动公式在二维梁的有限变形理论中的应用

选取 轴为二维梁初始位形的中轴线
,

轴沿横截面的主方向
。

对于任意点
,

刃
,

选取

相应的参考点
,

。
,

使线段 符合在有限变形过程中保持刚性直线段的基本假设
。

现在

来研究有限转动理论的具体应用
。

矩阵 曰 中 。
, 一夕一 。

,

此时 日退化成
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一习口
一

曰刀
︶

一一日

其中
。 。

特征方程为
又 夕

它的 个根分别为

又 一
, 久

相对应的特征向量为

「又门 几

甲 一
, 尹 一

匕 目 ‘口 二

由式 可具体求出
, 一尹 久夕一久夕

一 以 夕一 夕 几刀一久夕

代入式
,

并比较实部与虚部
,

最后可得出

「门
一
「吧

一
叨「

了

‘ 口 ‘ 二 ‘ 日

这就是式 在二维梁问题中的具体表达
。

在文 中令
一二一﹂

一一

就得到了线段
,

在有限转动后的表示式
尹
一 一 夕

夕

有限转动公式在板壳有限变形理论中的应用

选取 平面为板壳初始位形的中性面
,

轴为法线方向
,

则任意点
, ,

的对应参考

点 可选取为
, , 。

板壳理论的基本假设是 中性面法线在有限变形过程中保持为刚性直

线
,

符合前面的假设
。

令 夕一 。
,

则矩阵 口退化成

「 。 “

日一 ⋯ 一叫
一夕 」

其相应的特征值与特征向量为

几, 一 夕
, 几 , 久

其中 一 必 磷
‘ 。

相应的特征向量为
﹁司阵队日山

一一叭

﹃习

一夕,

几

︻

一一叭

﹁习久

一

几

厂
﹂

一一叭

由式 和 得

中 中 中

﹁
︸之

尸‘奋
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可求得
「

二

〔一 从
‘

一 二厂 一, 一 几
」

有限转动公式 和 就表示成
,

「」
, ,

介
一 ⋯竺 一 十卯 一 ⋯一 引

艺 」 匕 之

其中函数 定义为

一 ,

当 夕一

当 并
令

, ,

叫
, ,

阴
‘ 一 ⋯

” ’‘ 一 ⋯二
,

口刀口 卜
口

,

是板壳中性面上点的位移
, ,

是其法线上任意点的位移
。

由式 可写出

一 川

一 一川

一

在给出板壳结构的拉格朗日应变之前
,

指出下述关系将是十分有用的

卯
,

一““
,

幼
一

工
。。

, , 夕夕
, ,

久久
,

,

、长
︸拼幸夕
力口月口夕当当当当一

, 二

。。。 。一 。

一
, , 。。 。一 。

“ ’一夕 “ ’二夕 一“
,

夕 ‘夕一 飞
夕

, , , 夕 , 夕 一
, , 夕 夕 」

式 和 可由定义直接求导得出
。

式 只要展开也是容易得出的
,

为节省篇幅就不再详

细证明
。

利用上述关系
,

再经过一系列烦琐但简单的微分与合并同类项等运算
,

最后可得到以下的

板壳结构有限变形的拉格朗 日应变表达式
二

一‘
, 二

告
, 二 二

“ 二十
告
。孔 仁十 乳,

二 二

一 二
,

夕
, 二

一
, 二

夕
, 二

音仁
夕一‘ “ 、 ,

·

“、 ,
·

〕

, 一
,

告
‘ 了

,
·

, ”·
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,

告
“ , , ,

, , , 一 , ,

一
, , , 夕

告仁
, · 夕 。

。

。 ,

二二

一
, 二

告
。

二

,一

, 一
, ,

十
, 二 , 二 , , , 二 , , 一

, , 刃
, , 二 , , 刃 二

, 二

十
二 , ,

一

夕
, 二

一 夕
,
一

, 二

夕
, ,

一
, ,
夕

, 二

, 二

夕
, , 。 ,

夕
, 二 , 二

口
, , , ,

, 夕
, 二

夕
, , 夕

, 二

夕
, , , 二

夕
,

声 口〕
二一

, 二 , 二

十
,

刀
二 ,

二 二 , 二 , 二

, 二

一
, 二
夕

, 二
夕

, 一
, ,

十
, 二 , 夕 , ,

,

,

一
, , , 十

, ,

式 完整地表达了板壳有限变形理论的主要成果
。

应提起注意的是剪切常数 的正确选取问题
。 。 , ,

和与其对应的克希霍夫剪应力 二
,

及
,

之间应满足
,

一 二 叮

, 一 。

考虑到刚性线段条件
,

应令 二一
二 ,
一

。

而
, ,

和与其对应的克希霍夫剪应力 凡
,

之间

仍应满足

灿一云互不丽入
·

其中 ,并 。
。

这些微小的差别是所有研究文章与教科书均未曾注意到的
。

其他 个应变分量
二 ,

和与其对应的克希霍夫应力 凡
二 ,

凡
,

之间仍如通常所述
,

因此板壳的有限变形弹性理论

的本构关系为

刀勺叮陇沈厄法厄

︵曰︶︿曰︺

一

阳油冈丫匕四

一一

其中
, 一 一沪

,

一 , ,

一 ,

」
。

对克希霍夫应力沿板厚积分可得到板壳结构的克希霍夫内力
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二二

, ,

人

二 ,

,

二

,

二 ,

二

厂下了践践厂拦岭峙岭令争始

, ,

由式 可导出板壳有限变形理论中描述位移与内力之间关系的全部平衡方程
,

这些

方程虽然很重要
,

但由以上 式不难推导出来
。

为了求解板壳有限变形问题
,

一个最强有力的工具就是有限元方法
,

利用以上结果
,

仿照

文 的方法
,

不难得出全部有限元列式
。

这将在另文中给出
。

结 论

从运动分析观点出发抽象出梁板壳这类带转角结构的共同的运动学特征
,

统一地作出了

有限变形运动分析
,

由此重新推导出有限转动公式
,

第一次从矩阵特征值理论出发成功地克服

了用无穷多微小转动来描述有限转动的困难
,

给出了有限转动矩阵的精确使用方法
,

在此基础

上建立起全部
、

完整的有限变形理论
。

以二维梁为特例验证了公式的正确性
。

利用以上理论推

导出板壳有限变形的精确方程
,

便可用板壳有限变形方程来替代
一 〔‘, · ’ 〕薄板大挠度

方程
。

附录 关于公式 的证明

给定微分方程的矢量形式

定义
‘一‘一‘

六
‘ 一

六 ⋯

一‘ ‘

六
‘ 十

六
、 ⋯

则有 一 沌 。 。 一

原微分方程的两边均乘以
一 沌 ,

得
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, 一 ,

必
,

’

一
一 注

一 一

暴
一 ‘ ·’一

‘

, 一

币一
七

二

”一 , 一

由此可积分得到
一

以上证明由赵作善提供
。

即
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