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梁的有限变形完整理论及有限元列式

李 明 瑞 ①

基础科学部

摘 要 在历史上第一次提出了梁的有限变形的完整理论
,

抛弃了小位移
、

小应变
、

小转角
、

小加

载步长等一切近似假设
。

利用这套理论可以精确地描述梁系结构的几何非线性行为
,

绝大多数情

况下可以通过一次加载求得几何非线性 问题的解
。
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杆单元及二维和三维连续体的几何非线性理论 已十分成熟
,

可以精确地描述这类结构的

有 限变形 但实 际 应 用于 使 用十分 广 泛 的梁 系结构却不 然
。

有关梁系结构 的研究文章极

多〔卜 ‘ 〕,

这些文章分别提出了在不同小变形假设下的梁的有限元模型
,

如用小应变
、

小加载步

长假设
,

或大应变
、

小转动假设来描述大转动
,

以及基于以上假设的细长梁 理论和考

虑剪切效应的 梁理论 还提 出了不同算法如
, ,

算法等 一 。〕。

不同假设
、

不同理论
、

不同算法也就导致 了不同的结果
。

对于没有解析解的问题很难评论孰优孰劣
。

算法和 算法在理论上本应是等价的二’ 一 ,

但许多作者却认为用于梁的计算时 法不如

法〔‘〕,

更有许多研究者的计算实践表明 法将会给出错误结果 , 一 “二。

究其原因
,

那就是迄今

尚未提出一套完整的能描述梁的非线性行为的精确的有限变形理论
。

另外从研究结构的屈 曲
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分析中发展一套强有力的弧长算法
,

可以全程追踪解曲线的平衡路径仁 , 一 三,

但是这种算法应

用在梁系结构上会出现不少问题
,

这是因为弧长算法是一种 自动步长增量算法
,

当步长增量较

大时将破坏各种小变形假设
,

也就可能导致谬误结论
。

本文将以二维梁为例
,

介绍笔者提出的完整的梁的有限变形精确理论
,

并以 法为例推

导 出梁单元的有限元列式
,

最后给 出 个严格的数值考题
,

以证明本文理论的正确性
,

也说明

算法仍是强有力的算法
。

算法的列式较为复杂些
,

将另文给出
。

所得到的二维梁结果
,

可以容易地推广到三维梁中去
,

也将另文介绍
。

梁的有限变形理论

为了书写简单及直观上更清晰明了起见
,

本文中仅以二维梁为例来阐述梁的有限变形理

论及推导有关公式
,

所得结果易于推广至三维梁元上去
。

图 中的梁段变形后成

为图 中的梁段
。

以 。与 来

标记梁处于这 个位形的时刻
。

取 一 。时梁的中轴线为 二 轴
,

轴在横截面上并沿主方向
。

对二

维梁不考虑梁沿 方向的变形
。

梁段变形后线段
。

将变形至
。

基本 假 设
。

与 入尽

等长
,

即沿横截面方向的泊松 比
。一

。

由此假设可得 点推论

令
二

叹叹叹叹

时刻的初始位形
时刻的位形

图 梁段变形及坐标取向示意图

弹性模场 与剪切模量 满足关系

一

截面积 在变形过程中不变
。

这条基本假设是本文理论所引进的唯一假设
,

也是所有现存简化梁理论中隐含承认的
,

但

在大多数文献中 与 被看作是 个独立常数
,

与基本假设相悖
,

因此在数值计算中也就必

然会引起一定的误差
。

为了便于在具体应用中与他 人结果相 比较
,

本文中 与 也独立出现

在下面的公式推导 中
,

但在算例中令 一
,

以得到 良好结果
。

设线段
, ,

转动 了 夕角
,

但并不一定垂直于变形后的中轴线
。 。 , 。 , , ,

这 个点的

矢径分别为
, 。一

,

。 工 , 夕

, 一 注 。 月。

。。斗 。。 ,

其中 “ 。一
, ,

是位于中性轴上的点
。

的位移 “ 。一
, ,

是 一 。时横截面上任意点

的位移
。

由图并注意到 一 。
,

有
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, 一少 夕
,

夕

把上述位移分别代入 几 ,

的 个表达式 式 中
,

得

一“ 一

一夕 一

这样就得到了以中性轴位移与截面转角来描述任意点位移的公式
。

式 分别对

得
二

一
, 二

一 ,
二

夕

, ,

一 夕

二 二

一少夕 夕

, , 一 一 夕

于是可得到描述梁的有限变形的拉格朗日应变
,

一
二

于
二

十
二

一
二

弓
二 二

犷拼
二

一 ,
二 。

, , , 二 , , , , , , 。

。
, ,

芍
, ,

其中

和 求导
,

。 十
, 二

夕
二

夕

,
, 二

夕一 十
, 二

夕

式 与式 均为第一次提出
。

现在讨论有关各式的几何意义
。

定义 一
‘ , ,

表示一个在。时刻长为
“

的微线段到 时刻 长为
‘

的相对伸长
。

现

取 一
,

则有
‘

一 十

于是可得
。 二 ’ , ‘ ,

另外
,

可以求出在 时刻中性轴上
,

的切向量
二 , 二 , , 二

显然
二

的方向沿中轴线的切线
,

其长度为
。 。

这个切向量描述了中轴线的变形
。

令 甲为该切向

量与 轴的夹角
,

当然 沪也就是垂直于中轴线的法线与 轴的夹角
,

可有

尹一
, 二 , ,

于是
甲一

, 二

甲一
二

由此式 也可写成
。 沪 夕 沪 沪一

。 。

沪 一 甲 沪一夕

引进记号 一 沪一 创 见 图
,

它表示 了变形后 的截面偏离法 向的角度
,

亦即为剪切 角
。

梁的

理论认为截面转动后仍沿法向
,

即 一 甲一 一 。,

而在有限变形理论中则应更精确地

表述为
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, 二

夕一
, 二

夕

式 可称为有限变形理论中的 条件
,

不满足式 的梁称为 梁
。

同时注

意到当式 成立时将有

“ 一

对精确公式 作各种线性化假设
,

例如令 夕
,

夕
, 二 ,

子
二 , 二 。

或 、
,

二 ,

等等
,

可得到现有的各种非线性梁元 但用这样的简化关系在载荷增量步长很小时可以近

似地用 法来求解
,

因为这样得到的增量位移亦是很小的
,

当然积累误差不可避免
,

步长越

大
,

误差越大
,

步数越多
,

积累误差越大
,

所以只能得到粗糙的近似解
。

法利用的是总位移
,

以上近似关系不能成立
,

这就是 法在梁的近似理论中失败的原因
。

虚功方程与有限元列式

虚功方程可表述为
‘ ‘

其中记号 占 “ ,

与
‘”分别表示一个处于平衡状态的物体上的内力虚功与外力虚功

。

以 尸 表

示外力
,

匆 表示节点虚位移
,

则有

古

在有限变形时
,

虚功可表示为

匆

虚应变与第二类 应力满足能量共扼关系
。

二维梁元的内力

。
,

一

丁
。 二二

犯二
·
‘ ,

其中 应力
二二

和
二 ,

与 应变满足本构关系
二 二 , 二 , 二 ,

下面以 时刻 的初始位形 为参考位形
,

推导 时刻有关变量所应满足 的方程
,

这就是

法
,

并且将不给出任何时刻标记
。

导出式 中
二二

与 古
, ,

的公式前
,

先求出对式 的变分
,

有
,

一 夕
, 二

册
, 二 , ,

,

一 邵
, 二

夕己
, 二

一
。

则有
二二

一 二决
二 ,

一
二

声

其中
, 二 , , 二 ,

夕
二 ,

夕

二二

一 “
, 二

一
, , 二

一 ,
二

夕
, ,伙

二

一 。 ,

一
,

、
二 ,

一 夕
, , ,

一 。

以 下 可有 种选 择
,

即选 择 梁理 论 或 梁理 论
。

在线性 情 况 下
,

条件 可简化成
, 二

一 一
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因此 夕不必独立插值
,

但在有限变形理论中这显然是不行的
。

即使式 成立
,

也必须对
, ,

夕

进行独立插值
,

自然只能选择 梁理论
。

当然也可这么理解
,

将式 作为一个强加

约束条件
,

而把变分问题看作是以剪切模量 为 几乘子的泛函的条件变分问题
,

把剪切能看作

是一个附加的惩罚值
,

那么这仅是一种说法而 已
,

所以在这个意义下
,

两种不 同的梁理论是统

一的
。

设对位移
, ,

夕选定了插值函数
二

二

,

引进记号
,

使有

阮 一 匆

当
, ,

夕选用相同类型的插值函数时
,

将取如下形式

川州’’’
。

凡汉
尸

, 二 “ 。

, 二

月

⋯。 一

一
, ,

, ,

⋯
, 浏

其中
、, 二

表示对 自变量取导数
,

、政是一个单元的节点数
。

于是式 和 可进一步表示为

旅
士二

一 匆一凡匆工
, ,

匆
二 ,

匆

将式 代入式
,

并利用节点虚位移可在满足约束条件下任意选取这个事实
,

便得出平衡方

程
、 一 。二 一 。

·,

一 一 。

另外
,

还可引进 内力

一

介
, 二

,

厂

一
了 ·‘“

一
二

将式 和 代入式 可得

一
, 二

斌
,

斌
二

勿
二

〔
, 二

夕一
二

一 勿
, 二

几

其中
,

为剪切有效面积
,

是 由于截面上 凡
,

不均匀分布而引入的
。

式 与 分别是有限元

形式的平衡方程与截面内力平衡方程
。

在式 的轴力中前面括弧内的 项是轴线拉伸变形

和位移引起的
,

后 项则是截面作刚性转动时产生的
。

在式 。 中 是 由中性轴线拉伸变形

与剪切变形 联合作用引起的
,

也可看作是一个对曲率 夕
, 二

的修正
,

这一项对弯矩的影
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响还是第一次被注意到
。

表达式 则是剪切力 的完整表达式
,

适合于作任意大角度转动

的情况
。

这就是完整有限变形理论的优越性
。

有限元平衡方程的牛顿解法与切线刚度

对于有限元平衡方程
,

可用牛顿切线法通过迭代求解
,

方法概述如下
。

将式 作

级数展开
,

有 妇 一 妇 匆 的高次项等于 。
。

忽略 匆 的高次项
,

并记

匆

于是利用 动的表达式
,

有
·
、一

、 一尸一

介
才

一介
称为切线刚度阵

。

由式 将 具体写出有
“二一

丁
。。

二二
。 二

,

丁
。。

二 , 。 昭
二 ,

由式 看出
二二

和 。中的 是插值函数矩阵
,

不参与变分
,

只要求出 二与 占 二就可以了
。

可有

二一 二 匆

乙一 匆

其中

一 夕

一少夕
,

夕

对

称

氏 ,

几
七﹃之

⋯

冲
丫尔长

一 一

广

一一丁

积分过程中将会出现 介
,

,

介
,

,

介
,

,

介
, 这 个积分项

。

当中性轴通过截面形心

“ 一 。
。

介
, 是截面的 ”性矩 ,

。

当截面对称于中性层日寸积分介
, 也为。,

否贝」应予考伽孙
在有限变形理论中才出现

,

对于矩形截面
,

介
, 一 一 。

。

在具体计算时
,

用式

时虑

代入可作适当简化
,

此处省略
。

再将关系

己
二二

一
二二

一 。匆
,
一

二 ,

一 。匆

代入 的表达式
,

最后切线刚度阵可写成

一
二二 二 , 。

其中
、

二二

一 二
了工 ·
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· ,
一 , ·

一 丁
· 二二 ·

一
· 二 二

迭代过程中每一次求出 匆‘ ,后
,

可立刻进行位移更新
,

即

。“ ‘’一 。“ , 匆‘”

用牛顿切线法在进入牛顿吸引区后可观察到明显的平方收敛率
,

但当初值与终值相差甚远时
,

可能发散
。

单元与数值积分的选择

由于我 们选择 了 梁理论
,

对
, ,

分别插值
,

可以得出二节点
、

三节点
、

四节

点
、

五节点等几种梁单元
。

其中除二节点元 由于是线性插值
,

要求梁的中轴线始终保持为直线
,

因而破坏了节点处转角的连续条件
,

是一种不可取的单元外
,

其他均可供选择
。

有限变形梁元在小变形时或在一次加载不作迭作时应 自动退化成常见的线性梁元
。

线性

情况下的 梁元是用三次函数构造的
,

在仅有节点载荷时它在理论上可给出精确解

所以理想的有限变形梁元亦应选用三次或三次以上的插值函数来构造
,

这样三节点梁元亦应

排除
。

四节点与五节点的插值函数不难 自行构造
,

这里不再列出
。

式 和 的各式中均含有插值多项式与
,

夕乘积的积分
,

域内的 也是 由插值

得 出的
,

不可能求得显式积分
,

因而只能采用数值积分
。

在数值试验中发现沿梁轴线少于 点的

积分精度很差
,

甚至发散
。

当采用多于 点的数值积分时均没有提高数值计算的精度 因

此对于有限变形梁元建议一律采用五点 积分
。

数值算例

本文 中只给出 个简单但却极为严格的考题
,

目的在于证明本文理论的正确性
,

而不在于

计算具体的结构问题
。

计算中一律采用如下数据 截面尺寸 一
,

一
,

一
,

一 悬臂梁

总节点数分为 点与 点 种情况
,

每种情况下又分别选 用三节点元
、

四节点元与五节点元
,

共

种方案
。

允许误差 。一 一 ’ ,

收敛条件为
。 , , 。 ,

其 中
。

一 △训川
,

是位移增量与

总位移的欧几里得模之 比 , 一 份 △到
,

是不平衡力与加载步载荷增 量的欧几里得模之

比
。

这样相当于能量模为
一 ’ 。

考题 梁左端给予 一 一 。的约束
,

另在左端点给以指定位移
,

使梁作刚性转动 后

回归原位
。

每次转角 △夕一耐
,

分 次旋转回位
。

本文设计的三
、

四
、

五节点元均能顺利通过考

题
,

且旋转 二 后没有丝毫变形
。

在计算中曾试验一次旋转 △ 一
,

但告失败
。

分析原因
,

应是初

值逸出牛顿吸引区之故
。

不妨称 △夕一 耐 是本例中牛顿迭代法的极限加载步 长
。

考题 左端给予 一 一夕一 。的约束条件 右端给一集中弯矩
。

当 万 一 一

时理论上该直梁应弯曲成一封闭圆 即右端点应有终值
, 一 二 一 。

,

夕一
。

计算中取
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△

分 次加载而弯成一封闭圆
。

计算结果列于表 和表
。

其中 △ 与 细 是右端点位移误

差
, △夕 二 是转角误差 △ 一 一 动

,

均为相对误差
。

表 总节点数为 时的计算结果

单元类型

三节点元

四节点元

五节点元

单元总数 △ △讨 △毋 冗 每一加载步的迭代次数

一 一 一

表 总节点数为 时的计算结果

单元类型

三节点元

四节点元

五节点元

单元总数 △“ △二 △夕 二 每一加载步的迭代次数

一 一 一

一 一 一

以上结果说明
,

四节点元与五节点元均有极好精度 三节点元不能令人满意
,

但随着网格

的加密
,

精度亦能提高
。

与考题 类似
,

当 △对 时计算发散
,

因此 是本算例的牛

顿迭代极限加载步长
。

另外
,

在以上计算中亦曾试验用小步长加载
,

其计算结果与大步长加载

完全一致
,

但每加载步的迭代次数都可下降
。

还曾试验用其他简化理论得出的梁元来计算以上两考题
,

结果如下

法失败
,

法的牛顿迭代极限加载步长大大减小

计算结果依赖于加载步长

在考题 中 个单元可以通过
,

多个单元或告失败
,

或有极明显的伸长

考题 曾为许多研究者引用过
,

其误差一般用曲线表示
,

没查到数值误差
,

但仅用 个

五节点元 见表 作 次加载即能弯成圆
,

此为首例
。

还曾对文 。 中所提供的算例进行验算
。

不仅用比文巨 少得多的单元就能得到很高精

度
,

而且最值得提出的是
,

这些例子用本文方法均可一次加载得到
,

充分证明了本文方法的优

越性
。

这说明在极大多数情况下
,

牛顿极限加载步长这个限制是很小的
,

在这个意义下
,

几何非

线性问题解可用一次加载得到
。

结 论

本文提出了梁类结构的完整的有限变形理论
。

以二维梁为例给出了 法的有限元列式
。

应该指出用 法 由于在全部加载迭代计算过程 中完全不需与外存储器作数据交换
,

大大地

提高了计算速度
。

本文理论完全适用于三维梁元
。

文中给出的 个考题完全证明了所提 出理论的正确性与优越性
。

牛顿迭代法存在算法固有的极限加载步长
,

是一个在使用本理论和方法中应注意的问题
。

如何确定这个极限值
,

在理论上还有待研究 如何用别的算法来突破这个限制也将是一个有意



第 期 李明瑞 梁的有限变形完整理论及有限元列式

义的问题
。

采用本文中提出的理论时推荐使用四点元或五点元及五点 数值积分
。
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龙运佳教授研制成混沌激振器并获专利

混沌振动即确定性激励引发的确定性系统的不确定振动
。

因利用简单的非线性机械系统

即可得到这种具有宽频谱特性的振动
,

而且其振动作业的功效又往往高于简谐振动
,

故混沌振

动的应用研究吸引了国际
、

国 内
,

军方
、

民间的众多学者
,

其中美 国康奈尔大学的研究开始较

早
,

但至今尚未见有产品
。

年我校基础科学部龙运佳教授首次研制成混沌激振器并取得中国专利
。

它的最大激

振力达
,

功率为
,

能激发出具有 。 频谱的混沌振动
,

可作为振动压实
、

筛选
、

分离
、

粉碎
、

钻进
、

打桩等各种振动器械的高效振源
,

广泛用于工业
、

农业
、

土建
、

水利
、

军

备等部门的工程作业
。

它的普遍应用
,

将是人类利用振动的一次突破性技术进步
,

其科学价值

在于
,

从实践上证实了混沌振动的普遍性
、

可控性与可用性
。


