
摆线齿锥齿轮齿面接触区的计算机辅助分析

李海涛 　魏文军
(中国农业大学 工学院 ,北京 100083)

收稿日期 : 2004205219

作者简介 : 李海涛 ,讲师 ,主要从事齿轮传动的研究 ,Email :libillow @sohu. com

摘 　要 　为解决奥利康锥齿轮加工过程中需要反复试切、修正的问题 ,根据奥利康 SKM2 机床建立了加工延伸外

摆线齿锥齿轮和准双曲面齿轮的齿面接触分析模型 ,提出了一种可预测齿面接触质量、降低设计加工成本的新方

法。利用研制成的“齿面接触分析”软件对一实例进行计算 ,计算机输出的图形与切齿实验得到的接触区基本相

同。本软件不仅可用于切齿调整的计算机辅助分析 ,而且可用于齿面接触区移动规律的计算机辅助分析。
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Computer aided analysis for contact pattern of prolate epicycloid bevel

and hypoid gears

Li Haitao , Wei Wenjun
(College of Engineering , China Agricultural University , Beijing 100083 , China)

Abstract 　In order to s olve the problems of which the spiral bevel gear of Oerlikon typ e is necess ary to cut and modify

rep eatedly , a new method was develop ed to predict the contact p attern and greatly reduce the cost for manufacturing

by means of building a tooth contact analysis model of prolate epicycloids bevel and hypoid gears for Oerlikon S KM2 .

Running through the develop ed calculation s oftware p ackage , the diagram output by computer s oftwares clos ely

coincides with the contact p attern obs erved on a tes ting machine . The p ackage is not only us ed for computer aided

analysis tooth contact p attern , but als o for analyzing the moving rule of tooth contact p attern.
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　　摆线齿锥齿轮分为“奥”制和“克”制 2 种[1 ,2 ] ,

近年来在我国得到广泛的使用 ,但由于技术保密的

原因 ,国外的厂家除了机床说明书之外 ,很少公开其

设计和加工原理。为了研究其设计、加工原理和提

高产品质量 , 国内学者进行了一些有益的探

讨[3～7 ] ,但研究主要集中在对“克”制锥齿轮的齿面

接触分析方面 ,而对“奥”制锥齿轮的齿面接触分析

尚未见报道。笔者利用轨迹曲面建立产形轮方程 ,

以及“奥”制锥齿轮和准双曲面齿轮的齿面接触分析

模型 ,将计算结果与一对实际加工出的齿轮在对滚

机上的接触区进行比较 ,得到了经实例验证的齿面

接触分析模型。

1 　数学模型

对于系数 S a ,当为左旋传动 (轮 1 左旋 ,轮 2 右

旋) 时 ,取 S a = 1 ;右旋传动 (轮 1 右旋 ,轮 2 左旋) 时

S a = - 1。

图 1 示出由产形轮 j 的产形面Σj 范成左、右旋

锥齿轮轮坯 i 的示意图。当 i = 1 时 , j = 4 ; i = 2

时 , j = 3。本文中在左、右旋锥齿轮都适用的统一公

式中 ,对左旋锥齿轮 S h = 1 ,右旋锥齿轮 S h = - 1。

取右旋直角坐标系 :静坐标系 σ0 j ( O j - i0 j ,

j0 j , k0 j) 和σ0 i ( O i - i0 i , j0 i , k0 i) 与机架固连 , O i 为

相啮合齿轮公垂线垂足 ,对于两齿轮分别取 k01 =
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k02 = k0 i , j01 = j04 , j02 = - j03 ;动坐标系σd ( O d -

id , jd , kd) 与摇台固连 ,σ0 ( O d - i0 , j0 , k0) 与刀倾体

固连 ,σc ( O d - ic , jc , kc) 与刀盘固连 ,σj ( O j - i j , j j ,

kj) 与产形面固连。为避免线多图乱 ,仅画出大轮刀

倾情况 ,小轮刀倾方向相反。摇台平面是当刀倾角

为 0°时刀盘节平面所在的平面。

(a)左旋锥齿轮 (b)右旋锥齿轮

ΔEi —垂直轮位 ,当左旋齿轮在产形面轴线之下、右旋齿轮在产形面轴线之上时取正值 ; xB i —床位 ,当轮坯离开刀顶面时取正值 , xB1 =

- ΔW S1 - rbsin C , xB2 = - ΔW S2 + rbsin C ,其中ΔW S i为床位修正量 , rb 为刀盘名义切线半径 , C 为刀盘倾角 ;Δx i —轮位修正量 ,当轮坯支

座后退时取正值 ; z R i —分度锥顶点 O″i至相啮合齿轮轴线公垂线垂足 O i 的距离 ,当 O″i处于 k0 i轴正向时取正值 ;δM i —轮坯安装角 ,一般取

δi ,δi 为锥齿轮 1 和 2 的分度锥角 ; Ex —刀位 ; Eb —刀盘滚圆半径 ; Ey —冠轮基圆半径 ; qP —参考点 P 的极角 , qP = arcsin (ΔE/ R m P) , R m P为

产形轮在参考点 P 处的分度圆半径 ; q1 —参考点 P 对应的刀位角 , q2 —参考点 P 对应的刀盘初始转角 ;φd i —刀盘从初始转角转过的角度 ;

Ebw —刀片调整偏置量 ; rbx —刀片切线半径 ; u j —加工轮 i 的刀刃上 M 点的参数 ;αd —刀片齿形角 ,内刀取正值 ,外刀取负值。

图 1 　范成左、右旋锥齿轮示意图

Fig. 1 　Ketch map of cutting left2handed and right2handed bevel gears

　　由图 1 可见 ,当刀盘绕 k0 转过φd i角时 ,σj 绕

kj 转 - ψ角 ,ψ= i Rφd i ,其中 iR = z w/ zp , z w 为刀盘

的刀片组数 , zp 为产形轮的齿数。当φd i = ψ = 0

时 ,σc 和σj 处于初始位置 ,用角度 q1 和 q2 表示 ,此

时 ,刀刃上 u j = 0 的点与产形轮分度平面上 P 点重

合。当刀盘绕 k0 转φd i时 ,摇台绕 k0 j转 - i Rφd i角 ,

刀刃在产形轮 j 上形成产形面Σj 。

具有产形面Σj 的产形轮绕 k0 j转过φj 时 ,轮坯

i 则绕 k0 i轴转过φ0 i角。φj 和φ0 i的符号按右手旋

进时 ,拇指指向与 k0 j和 k0 i的指向相同时取正 (图 1

示出的是初始位置 ,φj =φ0 i = 0) 。

当产形轮转过φj 时 ,σj →σ0 j的坐标转换矩阵

为

M jj = R [ k0 j ,γj ]

式中 :γj = φj - S h qP , qP 为参考点 P 的极角 , qP =

arcsin (ΔEi/ R m P) , R m P为产形轮在参考点 P 处的分

度圆半径 ,ΔEi 为垂直轮位 ,当左旋齿轮在产形面轴

线之下、右旋齿轮在产形面轴线之上时取正值。

1) 求产形面Σj 及其上任一点 M c 的法向量、法

曲率和短程挠率。

σc →σj 和σj →σc 的坐标变换矩阵分别为

Mc j = R [ kj ,ψ- S h q1 ] R[ id , Ct ] R[ k0 ,φd + S h q2 ]
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M jc = R[ kc , - (φd + S h q2) ] R[ i0 , - Ct ]·

R[ kd , - ψ+ S h q1 ]

其中 Ct = - S a C , C 为刀倾角。σ0 →σc 的坐标变换

矩阵为

M0c = R[ kc , - (φd + S h q2) ]

应用球向量 ,在σc 坐标系里刀刃上任一点 M c 的向

径为

( rc) c = - ( Ebw ic + S h rbx jc + u jmc ( S h·90°,αd)

(1)

其中 : Ebw为刀片调整偏置量 ; rbx为刀片切线半径 ;

u j 为加工轮坯 i 的刀盘的刀刃上 M c 点的参数 ;αd

为刀片齿形角 ,内刀取正值 ,外刀取负值。刀刃方向

的单位向量为

(α) c = mc ( S h·90°,αd) (2)

在σ0 坐标系里

( O jOd) 0 = Ex i0

其中 Ex 为刀位。在σj 坐标系里刀刃上 M c 点的向

径为

( r j) j = ( rc) j + ( O jOd) c

经过坐标变换 ,可得产形面上任一点的向径为

( r j) j = [ r j (φd i , u j) ] j (3)

其中φd i和 u j 为产形面方程的参数。令 dφd i/ d t = 1

rad/ s 不失一般性 ,则 dψ/ d t = i R·( dφd i/ d t ) = i R ,

刀盘和产形轮的角速度向量分别为ωc = k0 和ωj =

- i R kj ,因为此产形面为一轨迹曲面 ,所以可利用文

献[1 ]中的方法求此轨迹曲面的法曲率和短程挠率。

考虑在σc 里求解方便 ,故将所有向量转化到σc 里 :

(ωc) c = kc , (ωj) c = - i R ( kj) c = - i R M jc kj

(ωc j) c = kc + i R M jc kj

( O jOd) c = M0c ( Ex i0) = Ex M0c i0

( r j) c = ( rc) c + ( O jOd) c

(dωc j/ d t) c = 0 , (dωj/ d t) c = 0 , [d ( O jOd) / d t ]c = 0

[ d2 ( O jOd) / d t2 ]c = 0

得 M c 点的相对速度和其导数分别为

(υc j) c = (ωc j) c ×( rc) c - (ωj) c ×( O jOd) c

(d jυc j/ d t) c = (ωc) c ×[ (ωc) c ×( rc) c ] -

(ωj)c ×[ (ωj)c ×( rj)c ] - 2(ωj)c ×(υc j)c

产形面在 M c 点的单位法向量为 ( n ) c = (α) c ×

(υc j) c/ | (α) c ×(υc j ) c | , 产形面沿 (α) c 方向和

(υc j) c 方向的法曲率和短程挠率分别为

Kα= 0

τα= [ ( n) c , (ωc j) c , (α) c ]/ | (α) c ×(υc j) c|

Kt = [ ( n) c·( d jυc j/ d t) c ]/ (υc j) c
2

τt = - { ( n) c , (υc j) c , [ (ωc j) c ×(α) c ] ×(υc j) c +

(α) c ×(d jυc j/ d t) c} / (υc j) c
2| (α) c ×(υc j) c|

对产形面法向量 ( n) c 的求法分析可知 , ( n) c 指向产

形面的凹面 , 且已得产形面上 M c 点的 2 切向量

(α) c 和 (υc j) c ,依文献[1 ]中任意两方向的法曲率和

短程挠率之间的关系 ,得 (υc j) c 到 (α) c 的有向角φα

φα= arctan[ ( Kα - Kt) / (τα - τt) ]

问题变为 :已知产形面 Σj 上 M c 点处沿 (υc j ) c 和

(α) c 方向的法曲率和短程挠率 Kt , Kα 和τt , 从

(υc j) c 到 (α) c 的有向角φα ,求过 M c 点的Σj 的另

一切向量 G 方向的法曲率 Kg 和短程挠率τg ,而从

(υc j) c 到 G 方向的有向角为 90°。由推广的 Euler

公式得

Kg = Kα+ (τα - τt) cot φα

τg = - τt

(υc j ) c 方向为产形面 M c 点齿线方向 , 记为

αjξ;相应 G 方向为产形轮齿廓方向 ,记为αjη。那

么齿线方向和齿廓方向的法曲率和短程挠率分别为

Kjξ= Kt , Kjη= Kg ,τjξ=τt 。

将产形面Σj 在任一点 M c 的向径、法向量和齿

线方向的切向量转化到与产形面固连的坐标系σj

里 ,得 ( r j) j = Mc j ( r j ) c , ( nj ) j = Mc j ( n) c , (αjξ) j =

Mc j (υc j) c/ | (υc j) c| 。为使 (αjξ) j 指向产形轮大端 ,

将(αjξ) j 进行符号处理 , 有 (αjξ) j = - S h·(αjξ) j 。

可得产形面在任意点 M c 的向量、法向量、齿线方向

和齿廓方向的切向量及该二互垂方向法曲率和短程

挠率分别为 : ( r j) j = [ r j ( u j ,φd i) ] j , ( nj) j = [ nj ( u j ,

φd i) ] j , (αjξ) j = [αjξ( u j , φd i ) ] j , (αjη) j = ( nj ) j ×

(αjξ) j , Kjξ= Kjξ( u j ,φd i ) , Kjη = Kjη( u j ,φd i ) ,τjξ =

τjξ( u j ,φd i) 。

2) 在σ0 j里曲面簇{Σj } 及其单位法向量、齿线

方向和齿廓方向切向量。

分别为 ( r j ) 0 j = M jj ( r j ) j , ( nj ) 0 j = M jj ( nj ) j ,

(αjξ) 0 j = M jj (αjξ) j , (αjη) 0 j = M jj (αjη) j 。

3) 切齿啮合传动比。

产形轮 j 和轮坯 i 的传动比为 i ji = z i/ zp ,其中

z i 为轮坯 i 的齿数 , zp 为产形轮的齿数。

4) 切齿啮合点相对速度。

令产形轮 j 的角速度ωj = 1 rad/ s ,则 t =φj ,轮

坯的角速度为ωi = i ij = zp/ z i 。按图 1 中规定的角
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速度方向 , 在σ0 j 里可得到 (ωj ) 0 j = k0 j , (ωi ) 0 j =

i ij ( k0 i) 0 j = i ij (cosδM i·i0 j + sinδM i·j0 j) ,产形轮和

轮坯的相对角速度为 (ωji ) 0 j = i ijcosδM i·i0 j + (1 -

i ijsinδM i) k0 j 。所以 , 切齿啮合点的相对速度为

(υji) 0 j = (ωji ) 0 j ×( r j ) 0 j - (ωi ) 0 j ×( O iO j ) 0 j ,式中

( O iO j) 0 j = ( z R i - Δx i ) cos δM i ·i0 j + S hΔEij0 j +

[ ( z R i - Δx i) sinδM i - xB i ] k0 j ,其中Δx i 为轮位修

正量 ,当轮坯支座后退时取正值 ; z R i为分度锥顶点

O″i 至相啮合齿轮轴线公垂线垂足 O i 的距离 , O″i 处

于 k0 i轴正向时取正值 ;δM i为轮坯安装角 ,一般取

δi ,δi 为轮坯 1 和 2 的分度锥角。

5) 切齿啮合共轭条件方程。

( r j) 0 j = M jj ( r j) j = M jj Mc j ( r j) c =

M jj Mc j [ ( rc) c + ( O jOd) c ] =

M jj Mc j [ - Ebw ic + S h rbx jc + u j (α) c + ( O jOd) ]

令 M d j = M jj Mc j , x = - Ebw ic + S h rbx jc + ( O jOd) c ,

则 ( r j ) 0 j = M d j [ u j (α) c + x ] = u j [ M d j ] (α) c +

M d jx。

令 M d j (α) c = B , M d j x = C ,则 ( r j ) 0 j = u jB +

C , ( nj ) 0 j = M jj ( nj ) j = M jj Mcj [ (α) c ×(υc j ) c ]/

| (α) c ×(υc j) c| 。又 (υc j) c = (ωc j) c ×( rc) c - (ωj ) c ×

( O jOd) c = (ωc j) c ×[ - Ebw ic + S h rbx jc + u j (α) c ] -

(ωj) c ×( O jOd) c ,令 (ωc j) c ×[ - Ebw ic + S h rbx jc ] -

(ωj ) c ×( O jOd ) c = y , | (α) c ×(υc j ) c | = A , 则

(υc j) c = y + u j [ (ωc j) c ×(α) c ] ,

(α) c ×(υc j) c = (α) c ×y + uj{ (α) c ×[ (ωc j) c ×(α) c ]}

( nj) 0 j = M d j{ (α) c ×y + u j{ (α) c ×[ (ωc j) c ×

(α) c ]} } / A = { M d j [ (α) c ×y ] + u j M d j{ (α) c ×

[ (ωc j) c ×(α) c ]} } / A

令 M d j [ (α) c ×y ] = D , M d j{ (α) c ×[ (ωc j ) c ×

(α) c ]} = E ,则 ( nj) 0 j = ( D + u j E) / A 。切齿啮合共

轭条件方程为

υji·nj = 0 (4)

将 (υji) 0 j代入式 (4) 得

ωji·( r j ×nj) - (ωi ×O iO j) ·nj = 0 (5)

由 (ωi) 0 j和 ( O iO j) 0 j得到

(υ0) 0 j = (ωi) 0 j ×( OiOj) 0 j = ( - S hΔEisinδM i·i0 j +

xB icosδM i·j0 j + S hΔEicosδM i·k0 j) / iji

其中 xB i 为床位 , 当轮坯离开刀顶面时取正值 ,

xB1 = - ΔW S1 - rbsin C , xB2 = - ΔW S2 + rbsin C ,

ΔW S i为床位修正量 , rb 为盘名义切线半径 , C 为刀

盘倾角。又

( r j) 0 j ×( nj) 0 j = ( u jB + C) ×( D + u j E) / A =

[ C ×D + ( B ×D + C ×E) u j + ( B ×E) u2
j ]/ A

将 ( r j) 0 j ×( nj) 0 j和 (υ0) 0 j代入式 (5) ,得

{ [ (ωji) 0 j , C , D ] + u j{ [ (ωji) 0 j , B , D ] + [ (ωji) 0 j ,

C , E ]} + u2
j [ (ωji) 0 j , B , E ] - [ (υ0) 0 j·D +

u j (υ0) 0 j·E ]} / A = 0 (6)

因为 A = | (α) c ×(υc j ) c | ≠0 ,令 [ (ωji ) 0 j , C , D ] -

(υ0) 0 j·D = F , [ (ωji) 0 j , B , D ] + [ (ωji ) 0 j , C , E ] -

(υ0) 0 j·E = G , [ (ωji) 0 j , B , E ] = H ,所以式 (6) 变为

Hu2
j + Gu j + F = 0 ,解得

u j =
- G ± G2 - 4 HF

2 H
(7)

式 (7) 为切齿啮合共轭条件方程 ,其中φd i和φj 为参

数。式中“±”取法 ,应使 u j 不能偏离 0 很大。

6) 切齿啮合面的方程。

根据配对锥齿轮和准双曲面齿轮的配对位置 ,

图 1 中选择坐标系σ0 i时 ,取 k0 i与齿轮轴线重合 ,

j01 = j04而 j02 = - j03 。对于轮坯 1 和轮坯 2 ,σ0 j →

σ0 i的变换矩阵 M ji是不相同的。对于轮坯 i = 1 和

轮坯 i = 2 分别得到 M j1 = R [ j01 , - (90°- δM1) ] ,

M j2 = R [ j02 , 90°- δM2 ] R [ k02 , 180°] , 则 ( r i ) 0 j =

( r j) 0 j + ( O iO j) 0 j ,在坐标系σ0 i里得到

( r i) 0 i = M ji ( r i) 0 j (8)

式 (7) 和 (8) 称为在σ0 i里的切齿啮合面方程。切齿

啮合面上任一点处 ,齿面Σi 的单位法向量为

( ni) 0 i = M ji ( ni) 0 j

7) 切齿啮合界限函数Φjit 。

切齿啮合时 ,令| ωj | = 1 rad/ s , t =φj 。ωj = k0 j

和 OiOj 均为常量 ,由文献[1 ]式 (3 - 215) 得到 Cji =

0 , 再由文献 [ 1 ]式 ( 3 - 214 ) 得到 Φjit = ( nj ) 0 j ·

{ (υji) 0 j ×k0 j + (ωji) 0 j ×[ k0 j ×( r j) 0 j ]} 。

8) 切齿啮合瞬时接触线法向量 N ji 。

前述已得产形面 Σj 在任一点 M c 的法向量

( nj) 0 j 、齿线方向和齿廓方向的切向量 (αjζ) 0 j 和

(αjη) 0 j及相应法曲率和短程挠率 Kjζ , Kjη和τjζ ,由

文献[1 ]式 (3 - 216) 至 (3 - 218) 可得到 ( N ji) 0 j ,由文

献[1 ]式 (3 - 219) 至 (3 - 2116) 可得齿面Σi 沿αjζ和

αjη方向的法曲率 Kjζ, Kjη和短程挠率τjζ。

9) 两齿面接触点。

将加工出的两齿轮按工作时的相对位置装配到

一起 ,把两个切齿啮合面相对于σ0 i坐标系转过φi
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角之后 ,在它们的交线上找到齿面Σ1 与Σ2 的法线

相重合的接触点 M 。接触点的向径 ( r1
3 ) 01 和

( r2
3 ) 01 、单位法向量 ( n1

3 ) 01和 ( n2
3 ) 01分别由文献

[1 ]式 (3 - 3110) 至 (3 - 3113) 求得。根据准双曲面

齿轮不同的相对位置可得到

( O2 O1) 01 = - S a a12 j01

式中 a12 为准双曲面齿轮的偏置距 , 对于锥齿轮

a12 = 0。于是由文献[1 ]式 (3 - 318) 得到

( r2
3 ) 01 - ( r1

3 ) 01 + S a a12 j01 = 0 (9)

两轮坯都用范成法加工时 , r1
3 = r1

3 ( u4 ,φd4 ,φ4 ,

φ1) , r2
3 = r2

3 ( u3 ,φd3 ,φ3 ,φ2 ) 。可在 φd4 ,φd3 ,

φ4 ,φ3 中给定 1 个原始参数 ,例如给定φ3 ,并给定

其余 3 个参数φd4 ,φd3 ,φ4 的初值 ,由式 (7) 求得 u4

和 u3 ,由文献[1 ]中式 (3 - 3116) 和 (3 - 3120) 、(3 -

3121) 和 (3 - 3122) 求得φ1 和φ2 ,即可由式 (9) 用迭

代法求得φd4 ,φd3和φ4 ,从而得到齿面Σ1 和Σ2 的

一个接触点。给出一系列的φ3 ,就可得到齿面Σ1

和Σ2 的接触迹线。

求得两齿面接触点后 ,由文献[1 ]中第三章的第

三节至第六节所阐明的通用方法 ,求出两齿面Σ1

和Σ2 的瞬时传动比 i12 ;检验两齿面是否存在曲率

干涉 ,计算出瞬时接触面 ;求出齿面上接触迹线的方

向和传动比的导数。

10) 齿面接触分析软件的分析结果。

根据齿面接触分析模型编制软件 ,其分析结果

用输出图形表示。输出图形包括轮 2 齿面接触区和

转角误差与轮 1 转角φ1 的关系 ,以及传动比 i12与

轮 1 转角φ1 的关系。

应用编制的齿面接触分析软件 ,对文献[2 ]中第

167 页所给的一对齿轮进行齿面接触分析 ,结果见

图 2。

(a) 凸面 (b) 凹面

Δφ2 —轮 2 转角误差 ,Δφ2max —轮 2 转角误差的最大绝对值 ; i 12 —轮 1 和 2 的传动比 ,

i 12max —轮 1 和 2 传动比的最大绝对值;φ1 —轮 1 转角

图 2 　采用齿面接触分析软件得到的齿面接触分析结果 (轮 2)

Fig. 2 　Diagram output of the software developed according to
the tooth contact analysis model (gearwheel)

2 　试验验证

试验采用北京齿轮厂实际加工的一对齿轮 ,其

原始参数 :锥齿轮 N 1 型 ,轮 1 右旋 S a = - 1 , z 1 =

8 , z 2 = 36 , A 1 = 129137 mm , A 2 = 57173 mm , m s =

518 mm。轮坯计算值 : d2 = 20818 mm , b2 = 32 mm ,

βp1 =βp2 = 36°6′52″,δ1 = 12°31′43″,δ2 = 77°28′17″,

h′1 = 71075 mm , h″1 = 21090 mm , h′2 = 11125 mm ,

h″2 = 81040 mm ,参考点与大端距离占轮 2 齿宽比例

为 01415 , mp = 41103 663 mm。刀盘 :轮 1 刀盘类型

TC4255L2F36 ,轮 2 刀盘类型 TC4255R2F36。机床调

整参数 :挂轮比 01896 954 ;安装角 ,轮 1 为 12°32′、轮 2

为 77°28′;刀位 83188 mm;刀倾角 1°30′;床位 ,轮 1 为

52123 mm、轮 2 为 55130 mm。从滚齿机得到的接触

区与本软件得到的接触区的比较见表 1。由软件得

到的齿面接触区与从滚齿机上得到的基本一致。
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3 　结束语

建立的齿面接触分析模型为“奥”制锥齿轮和准

双曲面齿轮的设计加工提供了一种快速且较为精确

的预测齿面接触质量的方法 ,但未考虑安装误差、载

荷、热处理后的变形等因素。若考虑上述因素 ,则可

以更加精确地预测两齿轮的接触质量。这也是应进

一步研究的方向。
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