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摘　要　应用期权博弈理论方法分析了存在竞争条件下的不确定性投资决策问题。建立了一个双寡头模型 ,用实

物期权方法计算了模型中 2个公司的价值 ,并分析了模型的均衡状态 ,给出了影响产品需求的随机因素位于不同

区间上时 ,2公司的均衡状态及其最优的投资决策。分析结果表明 ,随着影响产品需求的随机因素值的变化 2公司

的最优策略是 ,做领导者、跟随者或者采取对二者无差别的态度 ;只有当随机变动值非常大时 ,同时投资对 2公司

而言才可能是最优的策略。
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An application of option game s theory in inve stment under uncertainty
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Abstract　The theory of option games is a powerful tool in to dealing with investment under uncertainty and comp eti2
tion , A model of duopoly under uncertainty was formed. The values of the two firms were calculated by real option

methods , the possible equilibriums was checked and the optimal inves tment rules of the two firms was determined. The

res ults showed that the two firms’s trategies were to be the leader , the follower or to be indifferent in the two roles ,

which were bas ed on the value of s tochastic factor that affected the demand of the product . Only if the value of

s tochastic factor became very large , simultaneous investment would be the two firms’optimal decision.
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　　期权博弈理论是近年来发展迅速的一门新兴交

叉学科 ,它是在实物期权理论与博弈论的基础上发

展起来的决策分析方法 ,被认为是解决存在竞争条

件下的投资决策问题的新工具。

Dixit 和 Pindyck[1 ]在其教科书中讨论了一个简

单的双寡头模型 ,该模型中的 2 个公司都是尚未进

入市场的。Dixit 和 Pindyck分别计算了这 2个公司

的价值 ,但并没有详细的讨论可能的均衡状态。

Huisman[2 ]首次出版了关于期权博弈理论的教科

书 ,书中的模型主要是关于期权博弈理论在信息技

术投资决策中的应用。Smit 和 Ankum[3 ]讨论了离

散时间的期权博弈问题。Dias和 Teixeira提供了一

个非常详尽的关于连续时间期权博弈理论的研究综

述。Balmann和 Mubhoff 用期权博弈理论分析了折

旧和再投资对投资项目价值的影响。安瑛晖和张

维[4 ]对期权博弈理论的产生与发展进行了综述。

国内对期权博弈理论的研究仍然处于起步阶段 ,但

已引起了许多学者的重视。

笔者采用 Dias和 Teixeira的分析框架 ,但考虑

的是博弈双方不对称的情况 ,模型中假定一个公司

已经在市场中存在 ,而另外一个公司正在考虑进入

同一个市场。

1　模型的建立

考虑在一个行业中有 2 个公司 (公司 1 和公司

2) 。公司 1已经进入的市场 ,每年生产 1 单位的产
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品 ,并且拥有一个扩张期权 ,如果执行这个扩张期

权 ,生产规模将扩大 1倍。公司 2还未进入市场 ,但

拥有进入该市场的投资期权 ,如果执行了这个期权 ,

将每年生产 1单位的产品。2家公司产品相同。每

家公司在执行其实物期权的时候都要求有一个沉没

成本 I。每年的利润函数可表示为

Pi = YD i ( m , n) 　( i = 1 ,2)

其中 : Pi 表示利润 , D i ( m , n)是利润中确定的部

分。如果 i = 1 ,则 m = 1 或 2 , n = 1 或 0 ;如果 i =

2 ,则 m = 1 , n = 1或 2。另外假设存在负的外部效

应 ,任何一个公司执行期权必定会减少另一个公司

的价值 ,由此得到 D1 (2 ,0) > D1 (1 ,0) > D1 (2 ,1) >

D1 (1 ,1)和 D2 (1 ,1) > D2 (1 , 2) 。 Y 是一个随机乘

子 ,代表需求的随机变动。假设 Y 服从几何布朗运

动 ,即

d Y =αY d t +σY d z (1)

其中 :α为期望利润率 ;σ为期望利润率的方差。显

然 , Pi 也服从几何布朗运动

d Pi =αPid t +σPid z。

进一步假设可复制性条件 (市场中存在一个资

产或一个投资组合 ,其价格与 Pi 完全相关)成立 ,所

以可以用实物期权法来计算每个公司的价值 ;另外

假设这 2家公司都是风险中性的 ,故其折现率就是

无风险利率 r。

在所建立的模型中将会有 2 个博弈者 ,公司 1

和公司 2。模型求解过程为 :

1) 计算在所有可能的策略下 ,每一家公司的

价值 ;

2)根据已计算的结果 ,考察在这个博弈问题中

是否存在均衡状态。

与标准的动态博弈问题一样 ,本文中求解过程

也是从后往前进行的 :首先计算出追随者的价值 ,假

定领导者已经执行了它的期权 ;然后再计算领导者

的价值 ,假定领导者知道追随者将根据领导者的行

为选择自己的最优决策。因为 ,在这个的模型中 2

个博弈者的初始状态不同 ,即它们之间是不对称的 ,

因此 ,必须考虑 2种情形 :1)公司 1 是领导者 ,公司

2是追随者 ;2)公司 1是追随者 ,公司 2是领导者。

111　情形 1

公司 1 是领导者 ,公司 2 是追随者。假定领导

者 (公司 1)已经执行了扩张期权 ,确定追随者 (公司

2)的价值。

1)追随者的价值。

确定追随者 (公司 2)进入期权的价值。采用实

物期权法 ,假设在市场中存在一项基础资产Ω ,价

格正好为 P2。可以这样构造动态的投资组合 :持有

追随者的进入期权并且卖空 n 份基础资产Ω。现

在该投资组合的价值为 F ( Y ) - n P2 ,即 F( Y) -

n YD2 (0 ,2) ,注意到领导者已经执行了它的扩张期

权 ,所以现在市场上有 2 单位的产品。经过一个很

短的时间间隔 d t 后 ,该投资组合的总收益为

d F - nD2 (0 ,2) d Y - nδYD2 (0 ,2) d t (2)

用伊藤定理将 d F展开得

d F = αY F′+ 1
2
σ2 Y2 F″d t +σY F′d z (3)

把式 (3)和 (1)代入式 (2)中得

αY F′+ 1
2
σ2 Y2 F″-αY nD2 (0 ,2) -

nδYD2 (0 ,2) d t + (σY F′-δY nD2 (0 ,2) ) d z

为消除不确定性因素的影响 ,必须 n =
F′

( D2 (0 ,2)
,

这样该投资组合的无风险收益为 1
2
σ2 Y2 F″-

δY F′) d t。在无套利机会的条件下 ,必定有

1
2
σ2 Y2 F″-δY F′d t = r ( F - Y F′) d t

由此 ,得到了微分方程

1
2
σ2 Y2 F″+ ( r -δ) Y F′- rF = 0 (4)

式 (4)的解为 F = A Y
β

1 + B Y
β

2 ,其中β1 和β2 分别

是二次方程 1
2
σ2β2 + r - δ-

1
2
σ2 β- r = 0 的正

根和负根 , A 和 B 是待定常数。注意 ,如果 Y 趋近

于 0 , F也应当趋近于 0 ,所以 B 必定为 0 ,由此可以

得到 F = A Y
β

1。边界条件可表示为

F( Y F) =
Y FD2 (1 ,2)

δ - I (5)

F′( Y F) =
D2 (1 ,2)

δ (6)

利用边界条件式 (5)和 ( 6) ,可得到常数 A 和阈值

Y F :

Y F =
β1

β1 - 1
δI

D2 (1 ,2)

A =
Y

1 -β
1

F D2 (1 ,2)

β1δ

当 Y > Y F时 ,追随者 (公司 2)将进入期权 ,每年可

获得的利润为 YD2 (1 , 2) ,其价值就是它的期望利
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润的现值减去进入期权所产生的沉没成本 I ,即

YD2 (1 ,2)

δ - I ,因此 ,在这种情况下 ,追随者 (公司

2)的价值可表示为

V 2 F =

Y
1 -β1
F D2 (1 ,2)

β1δ
Y
β

1 Y ≤Y F

YD2 (1 ,2)

δ - I Y > Y F

(7)

2)领导者的价值。

如果 Y < Y F ,领导者 (公司 1)知道追随者 (公

司 2)将不会执行进入期权 ,这时用与上面相同的方

法求得公司 1的价值。可以得到常微分方程

1
2
σ2 Y2 V″+ ( r -δ) YV′- rV + D1 (2 ,0) Y = 0

(8)

式 (8)的通解为齐次部分的通解加 1个特解 ,即

V ( Y) = A Y
β

1 + B Y
β

2 +
YD1 (2 ,0)

δ

出于和 1)中相同的原因 ,应有 B = 0 ,因此这里仅需

确定常数 A 的值 ,而这仅仅需要 1个边界条件

V ( Y F) =
Y FD1 (2 ,1)

δ (9)

式 (9)说明在点 Y F处 ,领导者的价值应当等于 2个

公司同时投资时所获得的价值。由式 (7)可得

A =
Y F[ D1 (2 ,1) - D1 (2 ,0) ]

Y
β

1
F
δ

因为 D1 (2 ,1) < D1 (2 ,0) ,所以 A < 0。

如果 Y > Y F ,追随者 (公司 2)将进入市场 ,这

时领导者的价值变成了
YD1 (2 ,1)

δ - I。

综上所述 ,领导者 (公司 1)的价值可表示为

V 1 L =

Y
- 1β1

F [ D1 (2 ,1) - D1 (2 ,0) ]

δ Y
β

1 +
D1 (2 ,0)
δ Y - I Y ≤Y F

D1 (2 ,1)
δ Y - I Y > Y F

(10)

112　情形 2

公司 1是追随者 ,公司 2是领导者 , 2公司价值

的计算结果如下 :

V 1 F =

Y′1 -β1
F [ D1 (2 ,1) - D1 (1 ,1) ]

β1δ
Y
β

1 +
D1 (1 ,1)
δ Y Y ≤Y′F

D1 (2 ,1)
δ Y - I Y > Y′F

(11)

V 2 L =

Y′1 -β1
F [ D2 (1 ,2) - D2 (1 ,1) ]

δ Y
β

1 +
D2 (1 ,1)
δ Y - I Y ≤Y′F

D2 (1 ,2)
δ Y - I Y > Y′F

(12)

其中 : Y′F是在这种情况下的阈值 ,

Y′F =
β1

β1 - 1
δI

D1 (2 ,1) - D1 (1 ,1) 。

113　博弈分析

假设在 2 个公司间信息完全对称 ,任何一个公

司都知道竞争对手应对自己行动的最优策略。本文

中事先不规定 2 个公司的角色 ,每个公司都可以自

己决定成为领导者或者追随者。为了便于分析 ,规

定该模型的各个参数值为 :α= 5 % ,σ= 20 % , r =

10 % , I = 20 (每个公司) , D1 (2 , 0) = 8 , D1 (1 , 0) =

6 , D1 ( 2 , 1 ) = 3 , D1 ( 1 , 1 ) = 2 , D2 ( 1 , 1 ) = 2 ,

D2 (1 ,2) = 115。根据这些参数值 ,可以得到β1 =

11608 5 , Y F = 11762 3 , Y′F = 21643 4。代入式 (7) 、

(10)～ (12)可得如下结果 :

V 2 F =
131211 8 Y11608 5 Y ≤11762 3

30 Y - 20 Y > 11762 3
(13)

V 1 L =
- 701837 0 Y 11608 5 + 160 Y - 20 Y ≤11762 3

60 Y - 20 Y > 11762 3

(14)

V 1 F =
61882 1 Y11608 5 + 40 Y Y ≤21643 4

60 Y - 20 Y > 21643

(15)

V 2 L =
- 51535 0 Y11608 5 + 40 Y - 20 Y ≤21643 4

30 Y - 20 Y > 21643 4

(16)

本文中分析问题的逻辑非常简单 :如果做领导

者的价值大于做追随者的价值 ,公司将选择做领导

者 ,反之亦然。根据式 (13)～ (16) ,分析计算 2公司

的最优策略结果见表 1。

从表 1 可以看出 ,模型中至少存在 2 个均衡状

态 :当 Y ∈(01225 8 , 01885 2)时 ,公司 1是领导者 ,

公司 2是追随者 ;当 Y ∈(11728 5 ,21633 0)时 ,公司
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1是追随者 ,公司 2 是领导者。当这 2 种情况发生

时 ,一个公司的最优决策正好与另一公司的最优决策

相适合。出于利润最大化目的 ,任何一个公司都不会

改变它们的决策 ,这 2种情况都是纳什均衡状态。

表 1　进行博弈时 2个公司的最优策略

Table 1　Two firms’optimal strategies when considering games

公司
Y 的值域

(0 ,01225 8) (01225 8 ,01885 2) (01885 2 ,11728 5) (11728 5 ,21633 0) (21633 0 ,21643 4) (21643 4 , + ∞)

公司 1 F L L F L I

公司 2 F F L L L I

　　注 :F ,L 和 I分别表示追随者、领导者和两者无区别。

　　当 Y 位于区间 (0 , 01225 8)时 , 2 个公司都愿

意做追随者 ,直观地 ,这也代表一种纳什均衡状态 ,2

个公司都将保留各自的期权 ,停留在最初状态。在

2个公司都不执行自己期权的情况下 ,用 V 1 I表示

公司 1的价值 , V 1 I应为这时它的期望利润现值加

上扩张期权的价值 ,公司 1 知道此时公司 2 不会进

入市场与它竞争 ,因为存在负的外部效应 ,故有

V 1 I > V 1 F。用 V 1 S表示 2 个公司同时投资时公司

1 的价值 ,可以证明 V 1 F > V 1 S ,因此 ,有 V 1 I >

V 1 F > V 1 S。对于公司 2 也可以得到一个类似的结

果 : V 2 I > V 2 F > V 2 S。所以 ,对 2 个公司而言此时

停留在最初状态就是它们的最优策略。

当 Y > 21643 4时 ,2个公司对于做领导者还是

追随者将采取无所谓的态度 ,这虽然不是一种均衡

状态 ,但却很容易分析。每个公司都可以随意的选

择自己的角色而不管对手如何决策 ;另外 ,只有当

Y 非常大的时候 ,同时投资对 2 个公司而言才可能

是最优的决策。本例中 Y 要大于 21643 4。

当 Y 位于区间 (01885 2 , 11728 5)和 (21633 0 ,

21643 4)时 ,2个公司都希望成为领导者 ,这种情况

较难处理。因为 2家公司都希望作为领导者获得较

高的收益 ,所以没有理由认为其中的一家公司会主

动让对手成为领导者。在这种情况下存在 2家公司

同时投资的可能性 ,但它们获得的收益将比它们作

为追随者时的收益还要低。在 2个公司不能相互沟

通的情况下 ,解决该问题惟一合适的方法是允许博

弈者采用混和策略。

采用混和策略 ,每一家公司都将计算出它们实

施期权以获得领导者的收益的可能性 ,与此同时也

要考虑同时投资的可能性 ,2 个公司之间将进行一

种同时的博弈 (可能会有无限多轮) ,其中公司 i 选

择投资的概率为 p i ,不投资的概率为 1 - pi , i =

1 ,2。

表 2示出在 1家或 2家公司选择投资的时刻 ,2

公司的价值 ,这是一个可以重复进行无限多次的同

时博弈。其中公司 1的价值可以表示为

V 1 = p1 p2 V 1 S + p1 (1 - p2) V 1 L +

(1 - p1) p2 V 1 F + (1 - p1) (1 - p2) V 2 (17)

表 2　采取混合策略时 2家公司的价值

Table 2　Two firm’s values allowing for mixed strategy

公司 2

p2 1 - p2

公司 1
p1 V 1 S , V 2 S V 1 L , V 2 L

1 - p1 V 1 F , V 2 L 重复博弈

式 (17)最后 1项代表公司 1在重复博弈中可获得的

收益。假设在这个博弈中一定会有投资发生 ,重新

排列 (17)式可以得到

V 1 =
p1 p2 V 1 S + p1 (1 - p2) V 1 L + (1 - p1) p2 V 1 F

1 - (1 - p1) (1 - p2)

当 p2给定时 ,最优化 V 1的一阶条件是 d V 1/ d p1 =

0 ,经计算的二阶条件表明 ,这是一个最大化的问题 ,

可以得到

p2 =
V 1 L - V 1 F

V 1 L - V 1 S

因为 V 1 L > V 1 F > V 1 S ,所以有 0 < p2 < 1。用相同

的方法可以得到

p1 =
V 2 L - V 2 F

V 2 L - V 2 S

因为在这 2家公司之间存在着一些不对称性 ,所以

p1不一定等于 p2 ,2家公司在每一轮博弈中选择投

资的可能性是不同的。

(下转第 96页)

19
　
　第 4期 赵 滟等 : 期权博弈理论在不确定性投资决策中的应用



4　结束语

精细积分方法是求解线性齐次动力学方程的高

精度方法。笔者将该方法与同伦摄动技术相结合提

出的渐近数值方法同时具有二者的优点 ,既推广了

精细积分方法 ,使其可应用于非线性动力学方程的

求解 ,同时发展了同伦摄动技术 ,使其计算精度有了

很大提高。数值算例结果表明 ,在相同的计算时间

复杂度下 ,本文方法的计算精度高于传统的精细积

分方法 ,从而验证了该方法的优越性。
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2　结束语

影响公司投资决策的因素不仅有公司之间的相

互作用 ,而且还有公司所面对的不确定性。在标准

的经济学教科书中 ,根据寡头竞争理论认为 ,如果已

经在市场上的企业采取一些措施并向潜在的竞争者

发出强有力的不利信号 ,那么那些准备进入市场的

企业将不得不搁置其投资计划 ,但从本文中的分析

可知 ,不确定性将在一定程度上抵消已经在市场上

的企业所采取的威胁性政策的有效性。因此 ,企业

在制定投资决策的时候应把不确定性放在一个重要

的位置上加以考虑。这需要用合适的方法处理不确

定性因素的影响 ,而期权博弈理论正是分析这类问

题的有力工具。
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