
中国农业大学学报　　2002, 7 (4) : 1～ 8 　
Journal of Ch ina A gricu ltu ral U niversity 　

填隙幂律流体下圆球平行于平壁移动的近似解法
①

李红艳②　黄文彬　徐　泳
(中国农业大学工程基础科学部)

收稿日期: 2001 03 12

①国家自然科学基金资助项目

②李红艳,北京清华东路 17号 中国农业大学 (东校区) 75信箱, 100083

摘　要　在雷诺润滑理论的基础上,导出了存在填隙幂律流体时,圆球平行于平壁移动时流体压力的近似方

程,导出了圆球所受阻力及阻力矩的积分式,用数值解法求出阻力及阻力矩并给出了拟合表达式。可以证明,

当幂指数为 1时,由压力近似方程按渐近解法得到的解可退化到 Go ldm an 等的牛顿流体下的渐近解,并表明

本文中提出的数值解明显优于渐近解。
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Abstract　T he app rox im ate p ressu re equat ion fo r a sphere moving para llel to a p lane of an

in terst it ia l Pow er2L aw flu id w as derived acco rd ing to R eyno lds’ lub rica t ion theo ry. T he

app rox im ate exp ression of the tangen t ia l viscou s fo rce and to rque w ere ob ta ined and the

co rresponding fit t ing exp ression w as developed. Compared w ith Go ldm an’s asymp to t ic

so lu t ion fo r a N ew ton ian flu id, the p resen ted num erica l so lu t ion cou ld be reduced to

Go ldm an’s resu lt w hen the pow er index equals 1, and is mo re accu ra te.
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存在填隙牛顿或非牛顿流体时,圆球颗粒与平面壁相互作用的力学模型有许多工程应用,

例如混凝土搅拌过程、湿土或水田的机械耕作过程和化工、食品、制药工业中的密相颗粒 流体

混合过程。为此L ian 等提出了存在填隙牛顿流体时的颗粒作用模型并进行了离散元数值仿

真[1, 2 ] ,本文作者已对存在填隙幂律流体时圆球颗粒间的法向作用进行了研究[3 ] ,对于圆球颗

粒平行于平面壁移动的切向作用,由于不能利用轴对称性,至今仍是难题。目前可以参考的只

有 Go ldm an [4, 5 ]对填隙牛顿流体情况下,用奇异摄动法得到的渐近解,但该结果在接触中心区

域欠精确,对幂律流体等非牛顿流体情况下的研究尚未见报道。

本文致力于完善幂律流体下的颗粒与平面壁的作用模型,以便进行多相散体的离散元数

值仿真。首先推导圆球平行于平面壁运动时压力分布的近似方程,然后用数值方法得到圆球所

受阻力以及阻力矩。



1　数学模型

考虑半径为R 的刚性圆球 S ,以速度V 沿 x 方向平行于平面 P 缓慢移动,球壁间的最小

间隙为 h 0,流体的外边界半径为B (见图 1)。在 r2Υ2z 柱坐标系下流体定常流动的动量方程可

图 1　圆球平行于平面壁的运动

简化为
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式中对流项作为高阶小量已被略去,并假定压力在 z 方向的梯度为 0。

假设流体不可压缩,则连续性方程为
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其中: V r,V Υ,V z 是速度分量。

本文问题不具有轴对称性。对非牛顿流体,通常假设本构关系只与应变率第二不变量 I 2

有关,由于间隙处的流体速度场主要取决于 Εαrz和 ΕαΥz ,而其中
5V r

5z
和

5V Υ

5z
又是主要的,故

I 2≈ Εα2rz + Εα2Υz≈
1
4 I (3)

其中 I =
5V r

5z

2

+
5V Υ
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2

;因此幂律流体的本构方程写为

Λ= Λ( I ) = K I
(n- 1) ö2

其中 K 是材料常数, n 是幂指数。

图示坐标系下间隙处的球面可近似为

z = h (r) = h 0+
r2

2R

参照 Go ldm an [4 ]在牛顿流体下的假设,V r,V Υ,V z 可表示为角度 Υ与 r, z 分离的形式

V r= v r (r, z ) co sΥ
V Υ= v Υ(r, z ) sinΥ
V z = v z (r, z ) co sΥ
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此处的 v r, v Υ, v z 分别为 r和 z 的待定函数,它们满足边条件

v r= v Υ= v z = 0 当 z = 0

v r= V , v Υ= - V , v z = 0 当 z = h (r)
(4)

2　压力和切向阻力分析

211　压力分析

与 Go ldm an 对牛顿流体的研究方法类似,本文中采用小参数法 (摄动法)。设方程的解以

及边界条件都可以表示为小参数 Ε= h 0öR 的函数,则各参量可以表示为

v r= v r0+ Εv r1+ ⋯

v Υ= v Υ0+ ΕvΥ1+ ⋯

v z = v z 0+ Εv z 1+ ⋯

p = p 0 (r, z ) co sΥ
p 0= Εp 1+ ⋯

I = I 0+ ΕI 1+ ⋯

Λ= Λ0+ ΕΛ1+ ⋯

(5)

将式 (5)代入 (3)略去小量后可得
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又根据挤压流动的特点略去小项,应力 Ρrz , ΡΥz可用小参数表示为
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将式 (7)代入动量方程 (1)并比较所得方程的两边,有
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考虑到速度边条件式 (4) ,并假定 Λ0, 5v r0ö5z 和5v Υ0ö5z 都与 z 无关,由式 (8a)可得

v r0=
V z

h

v Υ0= -
V z

h

(9)
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为简化计算,进一步假定①
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= -
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(10)

实际上此假定与前面对速度场所作的假定是一致的。将式 (9)和 (10)代入式 (6)可得
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2

, I 1= 2
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由于 v r0, v Υ0已能满足速度边界条件,故 v r1, v Υ1只要满足零边界条件即可。根据式 (8b)可以求得
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将所求得的 v r0, v Υ0, v r1, v Υ1代回式 (5) ,即得到速度场
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将式 (12)代入连续性方程 (2)并对 z 从 0到 h (r)进行积分,最终得到压力方程
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此方程须数值求解。为将其量纲 1化,引入下列因子

p
3 =

p 0hn+ 1
0

12nKB V n , rλ=
r

B
, c=

B 2

2h 0R
, hθ (rλ) =

h (r)
h 0

= 1+ crλ2

则方程 (13)变为量纲 1压力方程

d2p 3

d rλ2 + 2 (n+ 2) c
rλ
hθ +

1
rλ

dp 3

d rλ -
p 3

rλ2 = -
crλ

hθn+ 2 (14)

当 rλ→0时式 (14)趋于方程

d2p 3

d rλ2 +
1
rλ

dp 3

d rλ -
p 3

rλ2 = - crλ

其解为 p
3 (rλ) = A 0 rλ+ A 1örλ- crλ3ö8,解的中间项有奇异性,这和 p

3 (0)有限相矛盾,故有A 1= 0

和 p
3 (0) = 0。在流体外边界 r= B 上,即 rλ= 1处,压力值等于大气压。

212　阻力和阻力矩的积分和拟合表达式

21211　阻力和阻力矩

根据前面得到的 v r, v Υ, p 的关系可以获得阻力的表达式。为了简化计算,设在接触区域内

球心角 Η较小,则球表面上点法向矢量 n= (sinΗ, 0, - co sΗ)→ (röR , 0, - 1) ,沿球面 z = h (r)上

的微面元ûdsû= r
2 sinΗdΥdΗ上的力用张量的形式表示为

dF i= Ρij n j ûdsû= (- p ∆ij + 2ΛΕij ) n j ûdsû　 ( i, j = r, Υ, z )
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① 作此假定是为了简化计算,否则计算过程将复杂得多。在进一步研究中笔者放弃了这个假定,得出了更精

确的解答 (将另文发表)。比较结果表明,一般情况下近似解与精确解的差别不大,可以采用;这样在D EM

模拟时可节省大量机时。



得到 dF r, dF Υ后,即可积分求得圆球所受阻力

F x =∫
B
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(dF rco sΥ- dF Υ sinΥ) d rdΥ (15)

为将阻力量纲 1化,令 F 0= 2ch
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这就是量纲 1阻力的积分表达式。可以看出, f x 仅与幂指数 n 和参数 c有关。c的引入使得球

半径R、球 壁间距 h 0 以及流体边界B 化为一个变量,简化了依赖变量的关系。

与阻力的求解类似,取圆球的球心为坐标原点,可以求得圆球所受的阻力矩

M y =∫
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0
(z dF x - x dF z ) d rdΥ (17)

令M 0= F 0R ,得其量纲 1形式
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21212　数值解及其拟合结果

对式 (16) , (18)运用辛普生公式积分即可得到数值解,为了便于离散元数值仿真,作者根

据数值解结果及其曲线的特征进行了拟合,其拟合公式分别为

f x (n , c) = exp [A 0 (n) + A 1 (n) öc+ A 2 (n) lg (c) ] (19)

和

m y (n , c) = exp [B 0 (n) + B 1 (n) öc+ B 2 (n) lg (c) ] (20)

其中A 0 (n) ,A 1 (n) , A 2 (n)和B 0 (n) , B 1 (n) ,B 2 (n)是关于 n 的四次多项式

A i (n) = a0+ a1n+ a2n2+ a3n3+ a4n4

B i (n) = a0+ a1n+ a2n2+ a3n3+ a4n4
　 ( i= 0, 1, 2)

式中 a i ( i= 0, 1, 2, 3, 4)是拟合系数,参看表 1。

表 1　f x (n , c)和m y (n , c)的拟合系数

函　数 n 的函数 a0 a1 a2 a3 a4

A 0 (n) - 01746 5 　31039 1 - 01323 8 - 11265 5 01414 5

f x (n , c) A 1 (n) 61005 9 - 241063 8 131185 0 01896 2 - 11240 8

A 2 (n) - 01028 1 - 21143 7 - 01566 2 11139 3 - 01307 1

B 0 (n) - 01733 4 01553 3 31944 5 - 41516 5 11283 6

m y (n , c) B 1 (n) 61039 7 - 11549 8 - 301108 7 321740 9 - 91486 6

B 2 (n) - 01039 4 - 21051 1 - 11563 0 21258 6 - 01644 9

为了检查拟合精度,将球平行于平面壁运动量纲 1阻力 f x 的数值解与由拟合公式 (18)得

到的结果进行了比较,结果见图 2 (a)。可以看出拟合公式 (19)的计算精度是相当高的,在 c≤

5 000范围内与数值解的相对偏差最大不超过 5◊ ,因此在用离散元方法进行数值模拟时可直

接用此公式。

量纲 1阻力矩m y 的数值解与由拟合公式 (20)得到的结果见图 2 (b) ,此拟合公式的精度
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也是非常高的,当 c达到 10 000时亦即球离平面壁非常近的情况下,拟合结果与数值解的最

大偏差不超过 5◊ 。

(a)量纲 1的阻力 (b)量纲 1的阻力矩

图 2　数值解与拟合结果的比较

3　数值比较和讨论

311　压力分布的比较

为便于比较,还需要用渐近解法求出压力分布。当 c非常大时,有 hθ (rλ) = 1+ crλ2≈ crλ2,这时

式 (14)变成

d2p 3

d rλ2 +
2n+ 5

rλ
dp 3

d rλ -
p 3

rλ2 = -
1

cn+ 1
1

rλ2n+ 3

求解此方程可得量纲 1压力为

p
3 (rλ) =

1
2 (3n+ 2) cn+ 1

1
rλ2n+ 1 (21)

当 n= 1时式 (21)能退回到 Go ldm an 在牛顿流体下的情形,证明前述的推导是可信的。

图 3　量纲 1压力 p 3 分布:数值解与渐近解的比较

在参数 c分别取 20和 200的情况下,幂指数分别为 n= 015, 110, 115时, p
3 ( rλ)值随 r变

化时压力分布的数值解与渐近解分别见图 3 (a)和 (b)。由图可见渐近解在 r趋于 0时,压力趋

于无穷,明显不合理; 而在相同情况下,数值解却不存在奇异性,反映出合理的流体压力分布。
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由定义 c= B
2ö(2h 0R ) ,在B , R 皆为定值时,间隙越小,数值解与渐近解在 r> 0的区域越接近,

且都向接触中心区集中。接触中心区的压力是构成切向阻力的主要部分,而接触中心区外的周

围区域对切向阻力的贡献甚小,意味着液桥和浸渍两种情形差别甚小,所以尽管对两种情形未

进行明确区分,对通常的参数 c较大的情况,雷诺润滑理论仍然适用。

312　阻力和阻力矩的比较

为了比较阻力和阻力矩的数值解与渐近解, 须先求出渐近解。将压力分布的渐近解式

(21)分别代入式 (16)和 (18) ,即可得到 f x 和m y 的积分表达式

f x =
12n+ 4
3n+ 2

1
cn∫

1

0
rλ- 2n+ 1

d rλ,　m y =
4

3n+ 2
1
cn∫

1

0
rλ- 2n+ 1d rλ (22)

此式可直接进行积分得

f x =

2 (3n+ 1)
(3n+ 2) (1- n) cn 当 n< 1

16
5c

ln
1
rλ0

当 n= 1

2 (3n+ 1) (1- rλ2- 2n
0 )

(3n+ 2) (1- n) cn 当 n> 1

,　m y =

2
(3n+ 2) (1- n) cn 当 n< 1

4
5c

ln
1
rλ0

当 n= 1

2 (1- rλ2- 2n
0 )

(3n+ 2) (1- n) cn 当 n> 1

(23)

当 n≥1时取流体边界B = R , rλ0= h 0R öB ,则 ln rλ0= ln (h 0öR ) ö2,因此对于牛顿流体的情况

F x = - Πf x F 0=
16ΠKV R

5 ln
h 0

R
(24)

M y = Πm yM 0= -
4ΠK R 2V

5 ln
h 0

R
(25)

此即 Go ldm an 对牛顿流体得到的渐近解。

量纲 1阻力 f x 和量纲 1阻力矩m y 的数值解与渐近解的比较分别见图 4 (a)和 (b)。可以

看出,m y 的规律与 f x 的规律非常类似,幂律指数 n 偏离 1越大,两种结果的差别越大。不同的

是,量纲 1阻力 f x 的数值解较渐近解偏小,而量纲 1阻力矩m y 数值解较渐近解偏大。

(a)量纲 1的阻力 f x (b)量纲 1的阻力矩m y

图 4　数值解与渐近解的比较
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4　结　论

由于问题的复杂性, Go ldm an 等人只对牛顿流体的情况作了分析,并且在求解过程中作

了较多的近似。本文中在R eyno lds润滑理论的基础上,将流体模型推广到非牛顿流体的情况,

并给出了渐近解。研究结果表明,当 n= 1时可以退化到Go ldm an 等人在牛顿流体情况下得到

的结果,另外还给出了问题的数值解,并给出了精度较高的拟合公式。通过比较发现数值解比

渐近解合理,这是因为在切向力作用的敏感区域中心存在奇异,而渐近结果恰恰在接触区域的

中心不够精确。
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