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法恰 阶收敛性及其有效实现
①

周志坚 ② 王 兆智
中国农业大学工程基础科学部

摘 要 研究求解零残差非线性最小二乘问题的算法
。

给出了保证
一

法恰 阶收敛的条件
,

在

此基础上构造了利用条件预优共扼梯度法求解
一

方程的新的有效算法
。

新算法与传统的使用

技术的
一

法具有相同的收敛速率
,

但在求解
一

方程组时减少了代数运算

的计算量
。

如维数 时
,

其计算量大体可减少
,

且当 趋于无穷时
,

两者的计算量之比以

的速度趋于零
。
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对于任何一个非零向量 , , ,

⋯
, 人
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任
” ,

有
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人儿笋 。
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其中

是 维向量
, ’

人人
, ,

⋯
, 。 ,
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〕
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为了更清楚地理解条件 的含义
,

现考虑 一 一 的特殊情形
,

此时的条件 等价于
‘

刁
’

并 。
。

由此可见这不是一个限制性很强的条件
。

一

法是求解上述非线性最小二乘问题的基本方法
,

其迭代步骤如下 给定当

前点 犷 后
,

求解
一

方程
泛 走 一 盛 泛

得到增量 一犷
,

从而确定下一个迭代点
盛 乏 乏

笔者首先进一步研究
一

法的局部收敛性质
,

即证明它具有恰 阶收敛性
,

然

后在此基础上提出一个新的更有效的实现方案
。

事实上
,

在传统的
一

法中
,

对于

方程 通常采用 分解技术求解
。

本文中研究求解方程 的更有效的方法
。

根据文

献 〕
,

这里将 分解与条件预优共扼梯度 法相结合
,

给出一种近似求解方程

的方法
。

它所得到的点列与用 分解方法具有相同的收敛速率
,

即它们都具有恰

阶收敛性
,

但当自变量个数 时
,

可以减少计算量
。

一

法的恰二阶收敛性

在假设 成立的条件下
, 一

法构造的迭代点列至少是 阶收敛的
。

下

面证明它的恰 阶收敛性
。

定理 考虑
一

法产生的迭代点列
盛 。

设条件 成立
,

则存在正数
,

及
,

使当 一
’

占时
,

点列
盛

满足
泛一

‘

成
盛 ‘一

’

簇 川
泛一

’

证明 由于式 右端不等式是众所周知的结论 事实上它的成立并不依赖于条件
,

故只需证明左端不等式
。

而对此只需证明存在正数 占 和
,

使当 扩一
’

占 时
,

有
龙 ’一

’

占
, , 扩一

’ “镇 杆 ’一
’ 。

根据式 右端不等式
,

又只需证明存在正数 和
,

使当 犷一
‘

占 时有

川
泛一

’

镇
泛 ‘一

‘

事实上
,

当记 矿一 从
,

⋯
,

斌 扩一
‘ ,

新迭代点
泛 ‘
满足

乏 ‘一 一
乏一 〔 ‘ ‘ 〕一

‘ ‘ ‘ 一
’

是 止 一‘ 介 走 乏一 泛

记

一
’

一
‘

一 , ’

一
’

一
’

则式 可写为
奋 ‘一 一

‘ 走
〕一
‘ 奋 盛 一

‘ ‘一

乏 甲 , ‘

人‘人‘一 ‘ , ‘

再记
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一
‘

一
’

一
‘

一
’

便有
‘一

’ 泛 乏 一‘ ’ ’ 乏 乏

乏 甲
’ 奋 ‘ ‘ ‘ ‘一 ‘ 一 ‘

下面逐项分析式 右端花括弧内各项的量级
。

考虑非零 维向量 的函数
·

’

甲
“

州
,

由于 是单位向量
,

而单位球面是有界闭集
,

所以上述

函数在单位球面上必有最小值 ‘ 再由假设 可推知 ‘
,

故对任意非零向量 有 卜
‘ ’ 。 , ,

即
’

甲
’ ,

另外
,

由假设条件 和 可知
,

对分别由式
,

和 定义的
,

和

当
‘

时有
, 一 。 一

’

川 一 一
’ ,

一 。
,

所以在假设条

件 一 情况下
,

存在充分小的 占
,

使当 一
‘

成占 时
,

有

镇
’

〕一‘人 一 ‘ ,

笋 。

, 镇 镇
’

簇 一
’

一
’

一
’

簇 , 一
’

’

一
’

一
’

镇 川 一
‘

其中 是
’ ’

的最大特征值
。

利用式 和式
,

便知当 犷一
’

簇占 时
,

式 右端花括弧内各项之和满

足
’ ’

人‘人乏 。 ‘ 甲
’

无‘ ‘ ‘ ‘ 人‘一 ‘ , ·

‘ ’ ’ 乏 乏 一 ‘ , ’ 走 ‘ 一 ‘ ‘ ‘ 一

龙 , ‘ 】材
, 人‘ 对

, 乏一
‘ ,

其中材
, 。 即式 成立

。

算 法

现 研究对传统
一

法的改进
。

在执行迭代格式 时
,

称由 分解
‘ ‘ 乙 , 。,乙万得到增量

‘ ,

从而确定迭代点
‘ ‘
为执行一步

一

步
,

而

由 法求解得到增量 犷
,

从而确定
盛 ‘

为执行一步
一

步
。

本文中所给新算法采

用的计算方案是 每执行一步
一

步后
,

连续执行 步
一

步
,

反复进

行直到满足终止规则为止
。

这里的参数 一
‘

是下列一维优化问题的整数解

, 〕

夕 , 夕 一‘ 夕 夕 一 ’ ‘

其中
, 一 ‘ 。 下面给出了对应于若干不同

参数 的解值

少
‘

我们的新算法可以详述如下
。

值的问题
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一 一

算法 第 步
,

取定参数 。任
, ‘ 及初始点

。 ,

取参数 为问题

的解 置 一 。 第 步
,

如果 鑫 一 。
,

则终止迭代
,

否则 第 步
,

如果 不能被 整

除
,

转入第 步
,

否则 第 步
,

置 了 左 泛 ,

并进行 分解 矿 乙
,

泌万求解方

程
,

得出 犷
,

转第 步 第 步
,

置 了 一矿一‘
,

并置条件预优矩阵 一 了
一‘ 。 用下列子迭代

求出式 的一个相应近似解 护
。

第 步
,

置
,

第 步
,

计算
, ‘ 乏

乏 泛

第 步
,

如果 川毛 龙 走 “ ‘ ,

转入第 步
,

否则 第 步
,

以 材 为

条件预优矩阵
,

用求解方程 的 法 如文献 」中的算法 迭代一步得出 、 第

步
,

令
,

返回 步 第 步
,

令 犷
‘

第 步
,

令
盖 ‘ 盛 盛 ,

置
,

反回

第 步
。

一 一

法效率分析

为比较
一 一

算法与传统的
一

法的计算量
,

现先讨论前者的

局部收敛速率
,

即证明它的恰 阶收敛性
。

定理 考虑
一 一

法产生的迭代点列
泛 。

设条件 一 成立
,

则存在

正数 夕
,

斌 及斌
,

使当 一 子时
,

点列 盛
满足

洲 扩一
‘

簇 走 ’一
’

成斌 犷一
’ “

证明 与定理 的证明类似
,

只需证明存在正数 澎
,

洲 及
,

使当 一
‘

夕时有
盛一

’

镇 ,
乏 ‘一

’

镇斌
盛一

“

显然 止 ‘一
‘ 走 泛一

’ 左 泛 乏
〕一
’
〔 一

盛 一
‘

从
‘一

‘

走 乏

〕一
‘

小其中 品
‘ 盛一 备 乏

〕一
‘ 寿 是

一

法从 得到

的新迭代点
。

而

品‘一
‘

卜
‘ ‘ 一‘ ,

镇 ‘ ‘一
“

品‘一
’

〔 盛 乏 一 , ,

由定理 知
,

当 扩一
’

镇 时有

尹一
“

成 品‘一
’

镇从
走一

“ “

其中 占和 , ,

由定理 给出
,

由式 和 可以看出
,

为证明式 只需证明存在 子镇

占
,

使当 】犷一
’

子有
龙 盛

〕一
‘ 镇 泛一 ”

其理由是我们所选取的斌 一 和斌一 一 即可
。

现 在证明式 成立
。

由
一 一

算法的第 步得知
,

。 簇 走 ·

乏 ‘ ,

故有 〔
左 ‘ 一 ’二 镇 〔

奋 ‘
〕一
‘ ‘ ‘ ‘ ,

而由假设

可知
,

存在 占
“ ,

使 一
‘

镇占时有 〔 〕一
’

镇
’ ‘ 一 ’ ,

簇
’ ,

镇
, ‘ ,

⋯
, 。 ’

一
“ ,

所 以可选 占
‘

簇

份
,

占,‘ ,

使得当 泛一
‘

蕊
‘

时
,

式 成立
。

由定理 和定理 可知
,

传统的
一

法和我们的
一 一

算法均

为恰 阶收敛
。

注意到它们的每次迭代同样地要求各计算 次
一

方程 的系数

矩阵和右端项
,

所以为比较算法的有效性
,

只需讨论这 种算法求方程 时的效率
。
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定义 记本文算法产生的点列 扩 为
一 一

点列
乏一

,

丸
,

秘

其中
, , ,

⋯
。

序列 中的下标
,

分别表示 在该点使用
一

步与
一

步
。

用
,

表示本文算法从点 犷开始直到得到点 若
‘’在求解

一

方程中所需的乘除法次数
,

而
,

表示直接用 分解求解 步
一

方程

所需的乘除法次数
。

定义本文算法与使用 分解的
一

法在求解

方程时的效率比为

,一 , , 一 。 二 , 。

黔
二趁 二乏

一’

孟 , 少 月一

利用文献 」的方法可得如下结论
。

定理 本文算法与使用 分解的
一

法在求解
一

方程

时的效率比 夕满足 夕 甲 成夕
。

其中 夕 具有下列性质 当 簇 时
,

月
,

当

时 夕 当 时
,

夕 是严格递减函数 任给正数 。 存在正数
,

当 时
,

有 夕 簇 一 ’成立
。

下面给出对应于若干 值的 班 值

九

夕

由以上分析可以看出
,

笔者所给的算法与传统的
一

法具有相同的收敛速率

—恰 阶收敛
,

同时它们每次迭代所需计算的函数信息也完全相同 但是它们每次迭代所需

的代数运算量是不同的
。

这表现在用它们求解
一

方程所需的计算量不同
。

确切地

说
,

如果仅考虑它们所需的乘除法运算次数
,

如当 镇 时
,

本文所给出的算法与传统的
一

法的计算量相同
,

而当 时
,

本文所给算法的计算量比它要少
,

特别地
,

当

一 时
,

其求解方程组的计算量大体可减少 而当 一 时
,

两算法求解方程组时的效

率 专一夕 趋于零的速度不低于 趋于零的速度 因此本文所给算法是有效的
。

本研究得到邓乃扬教授的指导
,

谨致谢意
。
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