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关于用 方法解线性方程组终止性的讨论 ①

钟 萍②

中国农业大学工程基础科学部

摘 要
‘

在一定条件下证明了 方法在求解 维线性方程组时至多 步终止
,

又指出

当该条件不成立时终止将提前发生
。

本文中对后者证明了既存在着提前终止的情况
,

也存在着恰好 步终止

的情况
。

关扭词 线性方程组 方法 终止性

中图分类号

,

‘

,

在 年引进了一种解非线性方程组
,

任
”

其中
”

巨
”

为

可微函数 的迭代方法
。

其迭代格式为 十 一 ,一 。 ,

此式中的 由 一 通过下式修

正得来
。一 卜 叙一 ,一 卜 外一 乙

, ,

这里
。

是非奇异初始矩阵
,

协一 , 任 是参数
,

满足

乙 外一 一
, 叙一 , 一 一 , 一 , ,

外一 一几一几一
。

现考虑用 方法求解 维线性方程组

一

其中 任
, “ ”

非奇异
,

任
· 。

在 年证明了此时至多 步终止
, 〕
。 ‘

在 年

重新以更简明的形式证明了这一结论
,

他提出以下 个条件成立 条件 可
一 共 。

, ,

, ⋯
, ,

且 外笋 条件
。
属于 的值域

。

‘

首先在这 个条件下证明了用 方法解 维线性方程组至多 步终止
,

然后指出当这 个条件不完全成立时
,

终止将提前发生
,

但对此未给出证明
。

笔者在本文中证

明当这 个条件不完全成立时确实有终止提前发生的情况
,

但也存在着恰好 步终止的情
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况
。

下面分 种情况进行讨论 情况 对 》
,

有 为笋。
,

讨
一 , ,

可
一 笋 。

。

情况 对
,

有 笋 。
,

讨
一 ,一 。和可

一 尹 。都存在
。

情况 班 对
,

有
,
笋 。

,

讨 一 一 。 另外讨
一 护

和 丁
一 都存在

。

讨论情况
。

为了讨论方便
,

先以引理的形式给出文献 中的 个结论
。

引理 考虑用 方法解 维线性方程组
,

可以得到

若令 一 万 万 为 方法中的迭代矩阵
,

则有 一 , 一少 一 乙 , 。

若令 八 卜 ⋯ 。 一 , ,

则有
, 尸 。 ,

其中
‘ , 。

引理 设情况 成立且 一
,

那么对
,

有
,

一
,

少、一 , 少、一
。

证明 利用归纳法证明
。

当 一 时有凡
,一 , 一 可 一 。

,

凡
。一 一 讨

。一 。
。

令 叮
。

勿
,

则由
,

卿
。

妙
, 夕。 和 夕 半 。知

,

从而知
,

所以 少
。 , 夕 线

性 无关
。

如果还存在着 护 。使 凡 一 。成立
,

那么有 一 可刃
。 ,

其中
。任

,

所以
。 , ,

一
。

假设 一 时该引理成立
,

下面证明当 一 时该引理也成立
。

容易证明 , ‘ ,

一 , 一 。
, , 一 半 。

,

且 一 , ‘
线性无关

。

如果还存在着 笋 。使 十 一 。成立
,

那么 一

了少 夕 卜 夕卜 , 卜 夕卜
,

其中 卜 , , 卜 任 又由 夕 卜 , 夕卜 ,

得到 卜 所以
‘ 少卜

, 夕 , , ‘ 一
。

证毕
。

引理 设 一 为非负整数
,

情况 成立且 一 一
,

那么存在一组向

量 夕
, ,

⋯
,

夕二
, 二 ,

⋯
,

风
,

人 满足

当 一 时
,

有 可
, 一 。

,

一
, ,

⋯
,

庵 当
, ,

⋯ 时
,

有 醉
, 一冰

。 ,

一
, ,

⋯
,

当 一 一 。
, ,

⋯ 时
,

有 屏
, 一 。

,

一
, ,

⋯
,

当 一
, ,

⋯ 时
,

有 辫
, , , ,

⋯
,

当
, ,

⋯ 时
,

有 群夕
,

, , ,

⋯
, 。

当 时
,

有 歹
, 一 。

, , ,

⋯
,
走 当

, ,

⋯ 时
,

有 万
,

无
,

一
, ,

⋯
,

当 一 一 。
, ,

⋯ 时
,

有 好 一 。
,

一
, ,

⋯
,

当 一
, ,

⋯ 时
,

有 万
, , , ,

⋯
,

走 当
, ,

⋯ 时
,

有 万
,

, , ,

⋯
,

十
。

夕
, ,

月
, ,

⋯
,

月
, , , ,

⋯
,

月。
,

是一组线性无关的向量
。

证明 利用归纳法证明
。

当 时
,

由 一 一 可知存在着 月共 。使可 一 。
,

并

且有

可 辫
, 一 , 一 一 月丁

, 一 丁 ⋯ 一
, 一

玉
, , , ,

⋯
,

走

月不
,

月不 尸
一 , , , ,

⋯
,

无

可
, 一可

一 。一
, , ,

⋯
,

可
, 一可

,一可
, 一 。

,

一
, ,

⋯
, 。

当 一 时
,

由 一 一 可知存在着与 月, 线性无关的向量 使 叮 一 。
,

并且容易

证明叮兀一 。
, , ,

⋯
,

丁尸
, , ,

⋯
,差 万

, ,

一
, ,

⋯
,走 曹

, ,
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, ,

⋯
, 。

假设存在着一组线性无关的向量 月
, ,

夕
‘ , ,

⋯
,

月 , , , ,

⋯
,

风一
,

卜 使该引理成

立
,

下面证明存在着一组线性无关的向量 夕
, ,

尹
, ,

⋯
,

夕
, ,

⋯
,

风
,

使该引理成

立
。

考虑 凡 月乙
。 ,

设 丑 万
,

风一
,

因为有 丑万 一
, 丑万卜

, ,

所以 一库 有非零
解

,

设为 风
,

即有 附
, 一冰

。

同理
,

存在着 处 笋 。使 。 一
,

并由归纳假设可知

附凡
,

可 一 万 冰
。

刃
, , ,

盯
,

可少
。 ,

孔
, ,

了一 吞
, , 一 。

,

一乏
,
无 吞

, 。

下面证明 口
, ,

月
, ,

⋯
,

月 , , , ,

⋯
,

风
,处 是一组线性无关的向量

。

设 月 ‘

夕
‘ ⋯ 。风

, ,处
,

其中
、任

, , ,

⋯
, ,

因为有 可 叮 ⋯

渭万 ‘
, , , ,

所以 月了 。 百 ⋯ 谓乙
, 。

由归纳假设知“
, 。。 ,

⋯
,‘ ,

均为零
,

又由 月
, ,

线性无关知 ‘ 。 。

证毕
。

由引理 可以得到下面的定理
。

定理 设情况 成立且
, 一

,

那么用 方法解 维线性方程组 经

过 步得到的 垂直于一组线性无关的向量 夕
, , ,

⋯
,

几、
,

、
,

⋯
,

风
,

处 , ,

因此用

方法解 维线性方程组至多 一 〕步终止
,

其中 〕为不超过 的最大整数
。

显然有下面的推论
。

推论 设情况 成立
, 尸 为不超过 一 的整数

,

那么用 方法解

维线性方程组至多 一 〔 〕步终止
。

讨论情况
。

设 一 一
,

在该条件下
,

现给出一个确定下标
’

并构造 个线性无关且都与
·

垂直的向量的方法
,

称之为
“

向量构造方法
”

当 一 时
,

取 日共 。使 对 一 。 当 才 的

元素个数为 时停止 令
, ’

若
、一 一 、 、 ,

则取
‘

个

使
、一 。成立的向量 日

,

才
,

⋯
,

刃
‘ ,

并且使所有满足
、一 。的向量 对 一

, ,

⋯
, ,

线性无关
,

转 若 卜
, ,

考察
、
广

, ,

⋯
,

一
, ,

若有

非零解
,

则取 尹祥 。使 犷
、 尹

,

转
,

否则转
。

由文献 〕中的证明可以看出当 一
, ,

⋯ 时
,

用 方法解 维

线性方程组 至多经过 步即可以由向量构造方法找到 个线性无关且都与
,

垂直的向

量
。

当情况 成立时
,

有
。

凡一 ⋯镇 一
,

所以此时由向量构造方

法至多经过 步即可找到 个线性无关且都与
,

垂直的向量
。

定理 设情况 成立且
, 一 一

,

那么存在着
’ ,

使得由向量构造方法得到

个线性无关且都与
·

垂直的向量 才 一
, ,

⋯
, , ,

因此用 方法解 维线性

方程组 至多 步终止
。

推论 设情况 成立
, , 叮 为不超过 一 的整数

,

那么用 方法解

维线性方程组至多 步终止
。

在情况 中
,

用 方法解 维线性方程组存在着恰好 步终止的情况
,

这可以用

下面的例子予以说明
。

例 脚卜 州
一

。
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解 取 “
。一‘

, 。一
,

则 一

引
。

第 步 二

一
, 。 。一

,

一 , ‘。一
, , 。一 取一 几

,

则 二 , 一二。

‘互口

一一。一 。

〔
第 步 一

,

一
,

一
,

一 取 一 下 】
,

则心 一‘
,

心
。一

争
七

、

⋯
产

, ⋯
粤
一

攀
一

鱼 迎 塑 坐 一丝
第 步 二 一

】应卜一 ⋯血卜一 ⋯遍卜一 ⋯应⋯
取一 宣

‘

卜
则 ·丁

一
、

⋯
产

一

︸上

一

一一一一一

一
第 步 一

,

一
,

终止
。

讨论情况
。

定理 设情况 皿成立且 一 一
,

那么用 方法解 维线性方程组至多

一〔 〕步终止
。

由向量构造方法和定理 容易知道此定理成立
。

推论 设情况 皿成立
, , 一 为不超过 一 的整数

,

那么用 方法解

维线性方程组至多 一 「 〕步终止
。
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