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摘 要 作为传统拟牛顿方程的改进
,

有人提出了新拟牛顿方程
。

本文证明了一个基于新牛顿方程的拟牛顿

法的全局收敛性和局部超线性收敛性
。
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考虑无约束优化问题

其中 任
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一 是一个连续可微函数
。

拟牛顿法是求解问题 的一种迭代法
,

它产生迭代点列
。

传统的拟牛顿法是基于拟

牛顿方程 少 ,

其中
, 一 , 少 , 一 一 , 。

文献 「 提出了一类新的拟牛顿方程
,

随后文献 〕给出了这类新拟牛顿方程的等价形式
。

按照 幻中的表示方法
,

它可表为
, 夕

其中 夕 万
,

万
, 半 。 , ,

孔 万 几一人
, 。

为向量参数
。

本文讨论选取 一 , 的情形
,

即研究如下算法
。

算法 任取初始点
, 构造迭代点列 满足 。 瓜

,

其中
, 一 不‘ , 凡 满足

原则
。

给定 〔
, ,

尹任
, 。

若 一 刀不’ 簇几一 对丑不’ ,

一 丑厂‘ 丑不‘ 钱

夕盯 护 同时成立
,

则取 凡一
,

否则取 几 使满足
, 一几 不’ , 几一“瓜 万厂‘ ,

二

一凡那
‘ 丑不‘

簇夕 万丑厂‘ ,

而 丑 由限制 类公式得到
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上述算法与传统拟牛顿法的不同之处在于它使用了 夕, 而不是
,

这里使用 夕, 而没有直

接使用新拟牛顿方程 的夕, 是因为 夕 不能保证 夕肠
, ,

从而失去了正定继承性
。

现采取策

略 定义的 夕
,

克服了这一困难
。

可以证明 见以下的引理 当 充分大时
,

必有 夕一孙
,

可

见最终总是使用新拟牛顿公式
。

这里称上述算法为新拟牛顿法
。

下面分别对它的全局和局部收敛性质进行分析与证明
。

先研究全局收敛性
。

假定 二阶连续可微 一致凸
,

即存在
,

使

簇

〔
, 几 ,

其中 镇
, , 为

,

中任一点
。

记
’

为 在 上的唯一极小点
,

氏 为一 ,

与
,

的夹角
,

有一 肠 一 , 氏
,

则

对新拟牛顿法有如下引理
。

引理 对式 所定义的 不
,

有
二 一 二 一 二

百 万 盛气 ‘ 泛乏尧 石 介

‘

证明 由 公式有

人 一人 “
·

告万。 ‘ 。

其中 泞任
, 。 。

将式 代入 得

入 夕万 一 万 右 簇 少万,

结合式 知式 成立
。

引理 下列不等式成立

掣镇丽
盛百泛

鲁
、恶

万 ‘ ,

凡
“氏
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泛占泛

证明 取 一
,

其中 的定义见式
。

献 」中的式 知式 成立
。

凡
, 氏

显然仅对 夕一夕 进行证明即可
。

由式 及文

由于 夕一 今
,

,

又据式 及文献〔〕中的式
,

有

少庵。决

故式 成立
。

又 由于

夕 , ,

乙
兀万尸一 叫广 了

石 孟 左 庵

夕万丑

甲兰镇 一丽
泛万乏

万 ,

夕孔 万

故式 也成立
。

引理 存在一常数
,

使对所有
,

有

凡妻‘生

证明 现用 表示 , 的追迹
,

由文献〔」中的式 将 ,
替换后得

二 , , 一二 ,

燮益万泛

二 , 业丛上丝旦丝叁
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, 。 」
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,
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由弓理 得
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一夕

一功几 沪材凡
一一一一下万一 州卜 一一甲丫丫下不
‘ 一 泛 及

类似文献 〔习中的证明
, 刀 , 镇丽 一月

,

〕笋丽 丑 ,

故存在常数
,

使 丑 簇 售成立
。

以下同文献仁 〕中引理
。

定 理 设 为任一初始点
,

在水平集 一 簇
, 上满足假定 和

,

则对任何正定矩阵
,

新拟牛顿法产生的
,
收敛到最优解

’ 。

证明 将式 写成

,

成 几 丝卫
一月

以下
,

证明同文献 」中定理
,

略
。

本定理说明我们所讨论的新拟牛顿法在 目标函数一致凸的假定下具有较强的全局收敛

性
。

我们还可以证明在凸函数假定下较弱的全局收敛性仍成立
,

其证明方法类似于文献 〕
。

现在研究超线性收敛性
。

由文献 〕可知
,

我们所讨论的新拟牛顿法具有线性变换下的不变性
。

类似于文献 「〕
,

为

证明新拟牛顿法的超线性收敛性仅需考虑甲掀
’

一 时的情形
。

引理 设 满足假定 和
,

且新拟牛顿法产生的迭代点列 丈 收敛于最优点
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证明 当 夕一 时
,
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。
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所以式 成立
。

本 引理说明 如果使用策略
,

那么当 充分大时必有 夕, 一夕
,

即最终使用新拟牛顿方

程
。

引理 对任何 。任
, ,

存在
‘
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’ ,

使得若
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,
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以下证明同文献 」中的引理
。

引理 对于新拟牛顿法
,

存在常数 。。任
, ,

使 人 , 一
’

簇雌 五一
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证明 由定理
,

迭代点列 。
‘ ,
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以下证明同文献 」中的引理
。

为了证明算法的 超线性收敛性
,

再假定 的海色矩阵 在
‘

处是

连续的
,

即存在常数 与
,

使

一
’

一 户
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引理 在假定
,

和 下
,

设 为收敛到
’

的序列
,

且

习 一“

则对
,

」中的任何序列 人 和某个正定矩阵
,

户

由新拟牛顿法产生的序列 硬
,

满足

哭
一

’

,

且 丑 与 ,丑不’
均有界

。

证明 如前所述设
’

一
,

为书写方便省略下标
,

且以 表示 凡
,

记 一 一
‘ ,

一
’ 户 , 夕 一 乙

。

由式 知 乙
’

己
,

且
’ ,
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己
。

因 夕 一 “ 〕 〔乙一 “ 〕镇 岭一 “ 簇 乙一
‘

’

一 传 引
“镇 一

’ 户 ,
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于是对 笋 容易推出
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以下证明同文献 」中的引理
。

定理 设 为任一初始点
,

在水平集 一 镇 上满足假定

和
,

则对任何正定矩阵
,

由新拟牛顿法所产生的 超线性收敛于
‘ 。

证明 在引理 的基础上
,

可用类似于文献 」中定理 的证明方法证明
。
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